Zatacznik 2 (autoreferat po polsku)

Autoreferat

K.arol Horodecki

17 kwietnia 2019

. Imiona i nazwisko

Karol Mieczystaw Horodecki

. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe
» dyplom magistra matematyki ze spec. informatyka i metody numeryczne,
Uniwersytet Gdanski, Wydzial Matematyki Fizyki i Informatyki 2004

e stopient doktora nauk matematycznych w zakresie informatyka,
Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki 2009
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2003 r. o stopniach naukowych 1 tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. 2017 r. poz. 1789):

(a) Tytut osiggniecia naukowego:

“Wybrane, wzajemne relacje miedzy nielokalnoscia Bella,
kontekstualno$cia, kluczem kryptograficznym bezpiecznym wzgledem
kwantowego adwersarza i kwantowym splgtaniem.”
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Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikow wraz z
oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania.
Ten podpunkt autoreferatu jest opisany nastepujgco. W sckeji 1 przedstawiam tlo problemu podje-
togo w eyklu prac oraz cel tego cyklu. Sekeja 2 wprowadza pojecia niezbgdne do opisu rezultatow. W
jej kolejnych podsekejach opisuje pojecia kwantowego splatania 2.1, kwantowego klucza kryptograficz-
nego bezpiecanego wzgledem kwantowege adwersarza 2.2, niclokalnoscei Bella 2.3 1 kontekstualnoéci
9.4 wraz 2 notacja wykorzystywana w nastepnyveh sekcjach, W osekeji 3. w kolejnych podpunktach
1)-7) opisuje wyniki prac [H1-I17].
Odnoguiki literaturowe zaczynajace sie od litery H np. [H1]. odnosza si¢ do publikacji, ktore stanowia
czoéé osiggniccia. Odwolania zaczynajace si¢ na literg P i D (np. [P1] i [D1]) odnosza si¢ do publikacji
aplikujgcego z listy filadelfijskiej, ktére powstaly odpowiednio po oraz przed doktoratem. Pozostale
publikacje, ktérych jestem wspélautorem sa oznaczane literg I (np. [11]). Literatura przedmiotu jest
oznaczana lista pierwszych liter nazwisk autordw i rokiem publikacii, np. [BB&4] lub skrétem pierw-
szego nazwiska w przypadku wigkszej liczby autoréw np. [Ben+93].

1 Wprowadzenie

Kwantowa teoria informacji powstala z polaczenia kryptografii z mechanika kwantowa [Wie83, BB&4]
dzicki zjawisku kwantowego zakazu klonowania [WZ82. Die82]. Jednakze pierwszym kwantowym zja-
wiskiem, ktére zostalo rozpoznane jako zasOb, bylo tzw. kwantowe splgtante [Ben+96a. Ben+96b].
Stalo

sie tak miedzy innymi dlatego, ze, jak odkryto, czysty kwantowy stan splatany moze zostaé wy-
korzystany miedzy innymi do kwantowej teleportac)i [Ben+93] oraz kwantowego gestego kodowania
[BW92]. Zjawisko kwantowego splatania zostalo réwniez zhbadane jako zaséb w terminach tego, co dzi§
nazywamy teoria zasobu [Ben+96b, D1]. Wedle tego podejécia, teorig zasobu okreslaja trzy obiekty:

1) Zbidr stanéw S.
2) Zbidr standw darmowych Fs; C S.
3) Zbiér operacji darmowych F,, ktére mozna wykonaé na stanach z §.
7 teoria zasobu zwiazanych jest réwniez kilka waznyvch pojeé, takich jak:
o miara zasobu - jest to funkcja, ktéra nie wzrasta ze wzgledu na operacje darmowe F,: Miara za-
sobu moze byé operacyjna: np. maksymalna ilod¢ zasobu, ktéry mozna otrzymac z danego stanu
s € S 7a pomoca operacji ze zbioru F,,. Moze tez nie mie¢ takiej interpretacji czyli by¢ abstrak-
cyjna. Zwykle miary ahstrakeyjne sa tworzone po to, aby stanowié ograniczenia dolne lub gérne



na miary operacyjne; dobre z fizycznego punktu widzenia miary zasobu maja ceche nazywana
asymptotyczng ciggloécig, tj. roznia sig na stanach bliskich sobie o ¢ niewiele, konkretnie o funkeje
postaci Celog, d + f(€), gdaie d jest wymiarem stowarzyszonym ze stanem, zad [ funkeja, ktéra
zbiega do zera wraz z malejacym ¢ i nie zalezy od wymiaru d a C jest staly niezalezng od d.

o 2bidr standw zawierajocych zaséb w idealnej postaci (tj. bez domieszki szumu).

o Swiadek zasobu - jest to wielkodé obserwowalna (w przypadku Mechaniki Kwantowej - “obser-
wabla”), ktérej warto$é érednia na kazdym stanie darmowym jest > 0, za$ na pewnym stanie
nienalezacym

do Fy, jest < 0. Pomiar éwiadka zasobu jest ekonomicznym sposobem pomiaru ilogci tego zasobu.
Jednym z istotnych zagadnien w teorii zasobu jest znalezienie odpowiedzi na nastepujace pytanie:

e Jakie przeksztalcenia stanéw zawierajacych zaséb mozna wykonaé za pomoca darmowyeh ope-
racji 7

Przykladowym problemem z tej klasy jest znalezienie odpowiedzi na pytanie: Majgc dane n kopii
stanu wejsciowego py. ile kopit m stanu py.,, ktdry jest bliski do stanu zawierajgcego zaséb w idealnej
postact mozemy otrzymac?. Stosunek m/n do w granicy wielu kopii n jest nazywany miara desty-
lowalnego zasobu, a proces otrzymywania zasobu w postaci bliskiej do idealnej za pomocy, operacji
darmowych jest nazywany destylacjg zasobu.

W ostatnich latach zidentyfikowano i ezedciowo zbadano co najmniej kilkanadcie zasobow, zaréwno
kwantowych, jak i poza-kwantowych (zob. [CG18]). Jedne z nich mozna otrzyma¢ fizycznie za pomoca
standw i operacji spelniajacych zalozenia Mechaniki Kwantowej. Inne mozna otrzymaé jedynie w
ramach teoril, ktére sa bardzicj ogélne niz Mechanika Kwantowa i wspéldziela z nia jedynie niektére
cechy: na przyklad niemoznoéé przesylania informacji szybeiej niz z predkoscia $wiatla. Ma to miejsce
w przypadku teoril w ktérej stanami sa rozklady wrunkowe, bedacej szezegdlnym przypadkiem Teorii
Uogdélnionego Prawdopodobiefistwa [Bar05, PR92].

Teorie zasobow réznig si¢ najezeéciej zbiorem operacji darmowych F,, ale takze niekiedy przestrzenia
stanow .S. Z tego tez wzgledu, jedne fakty zachodzg w pewnych teoriach, a w innych nie. Waznym dla
dalszych rozwazan przykladem jest fakt, ze w teorii splatania mosna za pomocg darmowych operacji
wykona¢ przekazanie splatania (ang. “entanglement swapping”) [Zuk+93}, za$ w ogdlnej teorii pro-
babilistycznej niesygnalizujgcych rozkladéw warunkowych, innymi stowy w teorii zasobu jakim jest
nielokalnoéé [Bel64, Tsi87, PR92|, nie zachodzi analogiczna mozliwosé przekazywania nielokalnoéci
[SPGO6]. Niemniej, w przypadku kwantowej teorii niesygnalizujacych rozkladéw warunkowych (gdy
zawezainy sie tylko do tych rozkladéw, ktére mosna otrzymaé przez pomiar ze stanu kwantowego)
splatanie i nielokalnoé¢ sg istotnie powiazane: warunkiem koniecznym (choé¢ nie wystarczajacym
[Wer89]), aby rozklad warunkowy zawieral zaséb nielokalnogci jest to, aby byl splatany, czyli za-
wieral zasob splatania. Z tego wzgledu zasadne jest badanie wzajemnych relacji miedzy réznymi
zasobami, przez wykazywanie analogii bad? jej braku.

Celem jednotematycznego zbioru prac [H1, H2, H3, H4, H5, H6, H7], jest ukazanie wzajemnych relacji
miedzy zasobami nielokalnoéci Bella [H1, H6, H3], kontekstualnodei [12, H5|, klucza kryptograficznego
(bezpiecznego wazgledem kwantowego adwersarza)! [H7, H4| oraz kwantowego splatania [D1], przez
wykazanie zachodzacych w przypadku jednego z pierwszych trzech zasobéw analogicznych faktéw
do tych majacych micjsce w przypadku innego (lub wigcej niz jednego) z wymienionych czterech
zasoboéw. Ponizej w sekeji 2 wprowadzam najpierw opisane wyzej pojecia dla czterech wymienionych
tu zasobdw, a nastepnie w sekeji 3 opisuje rezultaty osiagniecia.

2 Kwantowe splatanie, klucz kryptograficzny, nielokalnosé Bella
i kontekstualnosé
Ponizej krétko wprowadzam cztery zasoby: kwantowe splatanie, kwantowe bezpieczefistwo (tj. bez-

pieczenstwo klucza kryptograficznego wzgledem kwantowego adwersarza), jak réwniez nielokalnogé
Bella oraz kwantows kontekstualno$é, wraz z notacja potrzebna do ich opisu.

W dalszej czedei tekstu, o ile nie jest powiedziane inaczej, przez klucz kryptograficzny rozumiemy klucz kryptograficzny bez-
pieczny wzgledem kwantowego adwersarza. QRM



2.1 Kwantowe splatanie jako zas6b

W przypadku kwantowego splatania zbiér S to zbiér n > 2-ukladowych macierzy gestodci p. t].
macierzy o wspolczynnikach zespolonych, spetniajacych warunek Trp=1, p > 0. Zbiér Fy to zbior
standéw separowalnych, czyli stanéw bedacych mieszanka probabilistyczna stanéw produktowych Fy =
(€S p=20 i PiarinPis ® - @ Piy, Y irsin Pityenin = LiPig,in 2 0} =SEP(A; :...: Ay).
W przypadku dwéch podukladéw, uzywamy notacji S EP(A : B). Wszystkie stany niedarmowe (tj-
nie bedgee separowalnyini) sa nazywane stanami splgtanymi.

Natomiast naturalny zbiér darmowych operacji F,, to w przypadku teoril splatania zbiér lokalnych
operacji kwantowych 1 klasycznej komunikacji (LOKK). Bez wdawania si¢ w nieistotne dla dalszych
rozwazan szezegdly definicji, mozemy powiedzied, ze operacja LOKK jest zlozeniem (nickoniecznic
skoficzonej liczby) operacji kwantowych na odpowiednich podukladach oraz komunikacji z jednego
podukladu do drugiego etykiet wynikéw tychze operacji tak bv kolejna operacja na podukladzie
(operacje na podukladach sa wykonywane naprzemiennie) mogla byé warunkowana wynikiem po-
praednicj. Analogicznie mozemy méwi¢ o wiekszej liczbie podukladéw (np. trzy: A, B,C) 1o réznych
wariantach komunikacji (np. A — B < C, gdy A moze komunikowac wyniki pomiaréw tylko do C,
zaé C'1 B maja komunikacje obustronna).

Preykladowa miarg kwantowego splotanio jest splgtanie destylowalne Ep [Ben+96a], zdefiniowane
jak nastepuje:

s m z .
Ep(p) = inflimsup sup {— : An(p™") = [W)(T|"™} (1)
e>0 pn—oc A,eLOKK T
odzie p =, o omnacza odlegloéé w normie $ladowej ||p — 7l = %TT’L() — |, pomigdzy dwoma

stanami kwantowymi p, o, za$ | ) jest stancm reprezentujacyin idealny zasob - stancm maksyinalnic
splatanym. okreslonym
% dokladnoscia do obrotéw unitarnych na podukladach jako

9™ 1
1. o .
|¥)ap = Jam ZD it} (2)
=

Dualng miarg do destylowalnego splatania jest tzw. koszt splgtania [Ben+96al, ktéry zdefiniowany
jest nastepujaco:
; m . ;
Ec(p) = inflimsup sup {— : Ap(JUN(¥|S™) = p="} (3)
€0 nooc ALELOKK T
Miara, ktora ogranicza z gory destylowalne splatanie jest wzgledna entropia splatania [Ved+97], zde-

finiowana tak:

Er(paB) :== Geségf(A:B}D(PHU): (4)

gdzie D(p||o) := Trplogp— Trplogo dla dwoch macierzy gestosel p, o?.
Powyzsza miara kwantowego splatania jest asympiotycznie ciggle. Konkretnie spelnia ona warunek:

) ()

jedli tylko p =, o', ktére sa macierzami d x d, za$ h jest binarna entropia Shannona, zdefiniowang
jako h(z) = —zlogyz — (1 — z)logy(1 — 2) [DHI9]. Inng istotny dla naszych rozwazai miarg jest
miara nazwana zmniejszonym splataniem ( ang. “squashed entanglement’) [CW04, Tuc02], ktéra jest
zdefiniowana nastgpujaco:

€
1+4e

|Er(p) — Er(p')| < €logd + (1 + €)h(

Isq(PAB) = i!PEfI(A : BlE)IABGAEI'u’JABE): {6)

gdzie warunkowa wzajemna informacja ma postaé I(A : B|E) = S(AE) + S(BE) - S(E) - S{ABE),
S(.) jest entropia von-Neumanna stanu kwantowego, a |¥apE) jest dowelnym dopelnieniem stanu
pan do stanu czystego ukladéw ABE.

Ponizej przypomne kilka wlasnodci kwantowych stanow splatanych oraz przeksztalcen, ktorych mozna
(bad# nie) na nich wykonaé. Beda one istotne dla dalszych rozwazan, gdyz zadamy pytanie, czy
analogiczne fakty maja miejsce w przypadku innych zasobow:

2Zgodnie z konwencja, D(p||o) = oo jesli supp(p) Nsupp(s) # 0.

Kit



e splatanie kwantowe w postaci stanu czystego maksymalnie splatanego jest przekazywalne (ang.
swappable), tj. istnieje operacja kwantowa A € LOKK (A : C1C, : B), taka ze

M%) ac, @ [¥)e,B) = |¥).45, (7)

gdzie [¥) jest stanem czystym, maksymalnie splatanym [Zuk—f-QS, Ben+93].

e za pomocy operacji LOKK nie mogna odréznié¢ w pelni bazy stanéw maksymalnie splatanych,
ktére tworza baze [Gho+01, D2]. Pewnych stanéw, prawie ortogonalnych, nie mozna odréznié od
siebie za pomocg operacji PPT, tj. operacji pozostajacych kompletnie dodatnimi i zachowuj acymi
$lad, po wykonaniu czgdciowe] transpozycji na operatorach Krausa tworzacych operacje[Ben+99,
Egg+01].

Jako, ze kwantowe splatane jest zasobem, kolejna jego wlasnoéé wyraza si¢ nastepujaco:

e kwantowe splatanie jest nierozglaszalne za pomocs operacji LOKK, tj. przeksztalcenie Apag) =
TApA’E takie Ze odpowiednie poduklady stanu 7, sa réwne pap: Tag = Tap = pagp hie jest
mozliwe jesli A € LOKK, za$ stan pap jest splatany [H6].

2.2 Klucz kryptograficzny bezpieczny wzgledem kwantowego adwersarza

Przedstawig teraz pojecie klucza [BB84] bezpiceznego wzgledem kwantowego adwersarza w ujecin
teoril zasobow. Zgodnie z opisem [D3, D4], zbiorem standéw w tej teorii, Skey jest, podobnie jak w
przypadku teorii splatania, zbiér wszystkich stanéw kwantowych: Skey = Sent. Zbiorem operacji dar-
mowych jest réwniez ten sam zbiér LOKK. Jako zbiér stanéw darmowych jest obecnie przyjmowany,
podobnie jak w przypadku kwantowego splatania, zbiér stanéw separowalnych Frey = SEP, gdyz
problem istnienia standéw, ktére bylyby splatane, ale nie mozna bylo z nich otrzymaé klucza kryp-
tograficznego jest, jak dotad, otwarty. W takim ujeciu teoria splatania i bezpieczefistwa kwantowego
réznig sig jedynie zbiorem stanéw reprezentujacych idealny zaséb. Zostaly one scharakteryzowane
jako stany postaci

d—1,d-1
YasBp = Y Y ilas ® Uio e U] (8)
i,j=0

gdzie U; dla i € {0, ...,d— 1} sa transformacjami unitarnymi, zaé o 4 g jest dowolnym stanem ukladu
A'B’ [D3, D4].
Co istotne, stany bezpieczne po pomiarze ukladu AB w bazie obliczeniowej {li7)}, otrzymujemy
wyniki pomiaréw ktére sa (i) skorelowane ze soba (i) losowe oraz (iii) niezaleine od podukiadu
puryfikacii® vaa-pp do stanu czystego. Fakt ten wyjaénia, dlaczego stany te reprezentuja klucz
kryptograficzny bezpieczny wezgledem kwantowego adwersarza: losowy ciag bitéw nieznany nikomu
oprécz os6b zaufanych A i B (zwykle zwanych Alicja i Bogdanem) stanowi klucz, moze bowiem byé
wykorzystany do bezpiecznej komunikacji za pomoca protokolu zwanego “one-time-pad”. Szyfrowanie
w tym protokole polega na wykonaniu bit po bicie (wiadomosci zakodowanej binarnie) operacji xor z
bitami ciagu reprezentujacego wspomniany klucz. Dekodowanie przebiega tak samo: ciag szyfrogramu
Jest xor-owany bit po bicie z kluczem. Taki klucz otrzymany ze stanu bezpiecznego przez pomiar
gwarantuje bezpieczenstwo wzgledem kwantowego adwersarza, gdyz dopelnienie do stanu czystego
(wspomniana puryfikecja ) jest stanem, ktérego poduklad E daje maksymalna wiedze, jaka moze
mieé¢ podstuchiwacz o uktadach ABA'B’ (ang. eavesdropper stad nazywany Ewa) zgodnie z opisem
Mechaniki Kwantowej.
Odpowiednikiem miary Ep w przypadku zasobu jakim jest klucz kryptograficzny jest nastepujaca,
zwana kluczem destylowalnym:

Kp(p) = inflimsup  sup  {= : Au(p™) me 7™}, 9)
>0 nooc A,CLOKK T

3Przez puryfikacje stanu (8) do stanu czystego tréjukladowego |V aarpp/g) (A i A’ sg rozwazane razem, podobnie jak B
i B'), tj. opisanego przez wektor przestrzeni Hilberta, rozumiemy stan dla ktérego $lad czeiciowy po podukiadzie E spelnia:

Trel){dlsa e E = Yaa B -



gdzic y(™) jest stanem bezpiecznym, ktérego podukiad AB (tzw. czesé klucza) jest wymiaru d x d
przy d = 2™,

Istotny dla dalszych rozwazan jest fakt, ze stany te moga by¢ przyblizane przez stany zachowujace
dodatnioéé czedciowej transpozycji. Ich zbidr jest oznaczony jako PPT = {p: I19Tp > 0}. O stanach
tych wiadomo, ze nie zawicraja destylowalnego splatania [HHH98| tj. p € PPT = Ep(p) = 0. Znane
sa réwniez konstrukcje stanéw ze zbioru PPT (dalej zwane stanami PPT), ktére zawicraja wigcej
klucza kryptograficznego niz kwantowego splatania [DW05, D3, D5]. 0 = Ep < Kp = 1. Wiadomo
réwnicz, ze podobny warunck spelniaja nicktére stany bezpieczie, nie sg onc jednak stanami PPT
(tzw. stany NPT).

2.3 Nielokalnosé Bella

Przedstawimy teraz pokrétce zaséb, jakim jest nielokalnosé Bella (zaréwno kwantowa, tj. pochodzgca
od stanu kwantowego przez pomiar, jak i poza-kwantowa gdzie taki stan i/lub pomiary nie istnieja)
[BelG4, Tsis7, Bru+14]. Przestrzenia standw w praypadku (w ogdlnodel) poza-kwantowej nielokalnodet
Bella jest zbidr niesygnalizujgeych rozkladéw warunkowych o ustalonym wymiarze wejéé (X, 1Y) o
watrtodciach (X = 2.V = y) € X x ¥ i wyjé¢ (A = a, B = b) € A x B. Niesygnalizujacy rozklad
warninkowy, to rozidad P(A, B|X,Y) spelniajacy warnmki:

szye;{_'/\'yp(a,bll',y) ;‘ U, (10)
> Pablz,y) = 1, (11)
ac AbeB
VaGA:rEA’,y:y’E}‘ Z P(a: b‘r y) = Z P(a: b].’l?z y’): (12)
b b

HEJGB..:‘, s EA yeY Z P{Q,. b

el

z,y) =y Pla.bla’,y). (13)
b

Ostatnie dwa warunki to brak sygnalizowania (przekazywania informacji szvhciej niz dwiatlo) od
podukladu B do A (od Bogdana do Alicji) oraz analogicznie: od Alicji do Bogdana. Zhidr niesygna-
lizujacych rozkladéw warunkowych tworzy wiclodcian. Oznaczamy go tak: NS(| Al B, ]X],|¥]) lub
skrotowo NS, w zaleznodel od kontekstu.

Zhior operacji darmowych tworza tzw. operacje obwodowe (ang. “wirings”), czyli dowolne funkeje
wejéé 1 wyjdé. gdzie w przypadku wielu wejéé i wielu wyjsc, wyjscie jednego rozkladu mozna zréwnaé
z wejéciem drugiego. Najprostsza operacja mozliwa do wykonania na rozkladzie warunkowym to
“przyciéniecie przyciskéw” - tj. ustalenie wartosci jego wejs¢ X 1Y jako konkretne z € X oraz y € V
[Bru+14].

Zbiorem rozkladéw darmowych jest zbiér L([.4], 8], x|, |¥]) (lub skrétowo L), tzw. rozkladéw lokalno-
realistycznych postaci: Pp(A, B|X.Y) := 3, A P(A|X, M) P(B|Y, \;), gduie A =1X20 Sato
rozklady, ktére maja z goéry predefiniowane wyniki pomiaréw (dla kazdego z podukladdw), przed
wykonaniem tych pomiaréw.

Jedna z miar nielokalnodci, jest tzw. frakcjo nielokalnodci (lub koszt nielokalnodei ) [Bru+11], zdefi-
niowana nastepujaco:

C(P)=inf{plpN+(1-p)PL =P, Ne NS, P € L}. (14)

Swiadek niclokalnodci, to tzw. nierdwnoéé Bella [Bel6d], czyli zestaw licab S := {szé’}, ktéry spelnia
warunek, dla pewnej stalej Cp:

VPLGL Z SzngL(aab|£:y} < CL: (15)
a,b,z.y
Irens Y saiPla.bla,y) > CL, (16)
a,b,x,y

(powyzej zalozyliémy, ze C, > 0; nieréwnosci sy przeciwne, w przypadku gdy Cp < 0). Gdy s2 €
{0, 1}, nieréwnosé Bella nazywana jest gra. W ogblnodei jej wspdlczynniki nie musza byé jednak
liczhami rzeczywistymi.



Méwimy o kwantowej niclokalnosci Bella, gdy ograniczamy sie do podzbioru @ C NS rozkladéw
warunkowych, oznaczonych jako Q(|A|, |B|,|X],|Y|), spelniajacych: PA=0,B=blX =2zY =
y) =TrM7 & M pap dla wszystkich a, b, z,y oraz dla pewnych macierzy spetiajgcych 3, M2 =1
oraz o, M =1, MZ M} > 0, czyli bedacych POVMami. W tym przypadku zbidr rozktadow
darmowych to réwniez L, a przestrzen stanéw to Q. Zauwazmy, ze L C Q@ CNS.

Na potrzeby ponizszych rozwazaf skupimy sie teraz na przypadku wielodcianu N §(2, 2,2, 2). Najbar-
dziej znanym $wiadkiem nielokalnodci jest nierdwnoéé Bella zwana CHSH [Cla+69] (od pierwszych
liter nazwisk odkryweéw: Clauser, Horne, Shimony i Holt), ktéra ma postaé:

i (17)

PR

CHSH(P) =

| =

1
> a@b=2y)Pa,bla,y) <
a,b,z,y=0

gdzie @ jest operacja logiczna XOR (dodawane modulo 2), za$ - jest operacja logiczng AND. Rozkla-
dem warunkowym o maksymalnej ilodci zasobu, co zauwazyli Popescu i Rohrlich, jest tzw. rozklad
warunkowy Popescu-Rohrlich (PR) [PR92]. Eamie on maksymalnie nicréwnoéé CHSH. W ogdlnosci
Jest 8 rozkladéw warunkowych z maksymalna nielokalnogcig w przypadku NS(2,2,2,2), i sa one
postaci [Bar+05]:

1. p P *
sifa@lb=zydradsyot (18)

Brsi‘.(ai b“,‘t” y) = { 0 clse.

Spelniaja one CHSH, 4 (P) = 1, tj. tamia maksymalnie odpowiednia nieréwnoéé typu CHSH

- jak w (17), tylko ze zmienionym warunkiem na: da@b=zy®radrydt), gdzier, s tc {0.1}.
Fakt ten jest znamienny, gdyz Borys Tsirelson wykazal, e CHSH (Pg) < (2 + V2)/4 dla wszystkich
kwantowych rozkladéw warunkowych Pg € NS(2,2,2, 2) [Tsi87], zatem Mechanika Kwantowa nie
pozwala na petng nielokalno$é w tym przypadku.

2.4 Kontekstualno$é¢ kwantowa i poza-kwantowa

Zjawisko kwantowej kontekstulanoéci [KS67] jest cecha zbioru obserwabli M = {M;} z ktérych
czg8¢ (lecz nie wszystkie) komutujg ze soba tj. spelniaja warunek [M;, M;] = 0, co implikuje, ze
sg wspélmierzalne. Kazdy (maksymalny w sensie teoriomnogoéciowym) wspéimierzalny podzbiér M
nazywany jest kontekstem. Zbiér wszystkich kontekstéw oznaczamy jako C. Przestrzef stanéw tej teo-
rii zasobu?® to zbiér rozkladéw wynikéw pomiaréw kazdego kontekstu: P(a|c), ktéry spetnia warunek
konsystencyi: jesli 2 konteksty maja wspolny podzbiér obserwabli M., ..., M;,, to na tym podzbio-
rze ich marginalne rozklady sa sobie réwne (warunek ten odpowiada warunkowi niesygnalizowania
w teoril niclokalnodci Bella). |C| kontekstéw, etykietowanych przez ¢ € C stanowi wymiar “wejécia”
rozkladu warunkowego. Dla kazdego kontekstu sktadajacego si¢ z obserwabli {Mj,, ..., M } wymiar
“wyjscia” to LI a;, gdzie a;, to liczba wynikéw obserwabli M;,. W rozwazaniach opisanych ponize;
z rozkladem warunkowym P(a|c) stowarzyszamy wymiar postaci min{|C|, H,lj:\/[llai}.

Zbiorem stanéw darmowych jest wieloécian rozpiety przez rozklady deterministyczne D(a|z), ktére
majy wartosci wszystkich obserwabli ustalone ( w postaci tzw. delt Kroneckera) i spetniaja waru-
nek konsystencji (leza w wielogcianie konsystentnych rozkladéw warunkowych). Rozklad warunkowy,
ktéry jest mieszanks probabilistyczna takich rozktadéw nazywany jest rozkladem niekontekstualnym.
Rozklady, ktére nie sa niekontekstualne nazywamy kontekstualnymi.

Do momentu powstania prac [Aci+15, CFS16, H2| - ktére powstaly niezaleznie od siebie, badane
byly gléwnie, zgodnic z najlepsza wiedza autora, przypadki $wiadkéw kontekstualnosei lub kolejne
przyklady coraz mmniejszych zbioréw ohserwabli, wykazujacych kontekstualnogé zalezna, badz nieza-
leing od stanu (zob. [Cab08] i referencje w tej pracy). Kwantowsa kontekstualnoéé byla byta badana
Jako teoria zasobu w przypadku gdy sprowadza sie do nielokalnosci Bella®., W pracy [H2] ujelismy te
teori¢ za pomocy kilku aksjomatéw oraz zbadali§my obiekty i fakty analogiczne do tych znanych z
teorii splatania (patrz podpunkty 5 i 6) sekeji 3).

1Pytanie czy kontekstualnosé kwantowa nalezy traktowaé jako zaséb jest kwestia dyskusji. Ostatnie wyniki [How+14, SHP 17],
wskazuja, ze odpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca. Niezaleznie od odpowiedzi na to pytanie, zjawisko to mozna badaé w ujeciu
teorii zasobdw.

50 nielokalnogci typu Bella méwimy wtedy, gdy wszystkie relacje komutacji w danym zbiorze obserwabli M wynikaja z prze-
strzennego rozdzielenia obserwabli - rozklady kontekstualne nazywamy wtedy nielokalnymi. «H
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3 Opis gléwnych rezultatéw osiggnigcia

W tej sekcji przedstawie gléwne rezultaty publikacji wehodzacych w skiad osiggniecia [H1, H2, H3,
H4, H5, H6, H7], ktére ukazuja wzajemne powiazania miedzy zasobami nielokalnoéei typu Bella,
kontekstualnogci, klucza kryptograficanego, hezpiecznego wzgledem kwantowego adwersarza, - przez
analogie do teorii kwantowego splatania, jak réwniez bezposrednie zalezno$ci miedzy nielokalnoécia
Bella i kluczem kryptograficznym oraz kontekstualnoscia. Jak oméwiliémy w sekeji wstepne], zasoby
te w sposGb naturalny sa powiazane, gdyz nielokalnoéé typu Bella jest szczegdlnym przypadkiem kon-
tekstualnogei, zaé splatanie w postaci stanéw czystych, jest szczegblnym przypadkiem kwantowego
bezpieczenstwa. Ponizej przedstawimy konsekwencje tego faktu, prowadzace do bardziej $cistych po-
wiazan, dzieki zachodzacym analogiom. Ich syntetyczny obraz jest przedstawiony na Rys. 1.

Asymptotyczna
clgglasé miary WEK,
podejicie

oksjomatyczne

Nierozglaszalnosé
nielokalnosci

Kwantowe
splatanie

Wazgledna Entropio
Kontekstualnoscl
(WEK)

Czesciowy bral
rozréznialnosci

Kwantowa i
poza-kwantowa

Destylucja
kontekstualnosci

Kwantowa i poza-

kwantowa

nielokalnoé¢ 5
kontekstualnosc

Bella

kryptograficznege

Takie sameo ograni-
czenie na nielokal-
nosé jak na niepowta
rzalnos¢ klucza
kryptograifezinego

[H7]

Klucz kryptograficzny
({bezpieczny wegledem
kwantowego adwersaria)

Czesciowa
Nieprzekazywalnosc
i niepowtarzalnosd

Bezpiecznego Klucza

Rysunek 1: Wizualizacja gléwnych powigzah zasobéw (przez analogie), wykazanych w pracach wchodzacych w
sklad dzieta [H1)-[H7]: kwantowa i poza-kwantowa nielokalnos¢ Bella (w analogii do kwantowego splatania) wy-
kazuje takie cechy, jak czedciowy brak rozréznialnoéei rozkladow ekstremalnych w przypadku N S(2,2,2,2)[HI]
i nierozglaszalnosé [H6]. W analogii do kwantowego splatania, mozna zdefiniowaé i obliczy¢ miare kwantowej
i poza-kwantowej kontekstualnosci, zwanej wzgledng entropig kontekstualnodei (WEK) [H5], za$ w analogii do
nielokalnoéci Bella, wykazano, ze mozliwa jest koncentracja kontekstulanosci, a ujecie obu teorii, moze by¢ w
analogii do kwantowego splatania aksjomatyczne [H2]. Mozna zdefiniowac i wykazaé uzytecznosé éwiadka bez-
pieczenstwa, podobnie jak to ma miejsce w przypadku kwantowego splatania [H7], za$é klucz kryptograficzny w
pewnej formie zaszumionej bywa niemozliwy do przekazania w paradygmacie kwantowych powtarzaczy (ang.
repeaters), podobnie jak nielokalno$¢ Bella, ktéra nie moze by¢ przekazywana [H4]. W przypadku stanéw o
dodatniej cze$ciowej transpozycji wzgledna entropia nielokalnosci (tj. WEK w przypadku nielokalnosci) jest
ograniczony z gory [H3], tak samo, jak klucz powtarzalny [H4].

W ramach niniejszego osiagnigcia zajalem si¢ nastepujacymi zagadnieniami:

1) Swiadek prywatnosci [H7]
W analogii do zasobéw splatania i nielokalnosci [D1, Bru+14] zaproponowaliSmy w pracy [H7]
dwie konstrukcje $wiadka klucza kryptograficznego, bezpiecznego wzgledem kwantowego adwer-
sarza. Podaliémy takze ograniczenie dolne na wielko$¢ klucza destylowalnego Kp, dajace sig
wyrazi¢ w terminach skonstruowanych obserwabli. Zagadnienie to jest wazne z punktu widzenia
eksperymentu: chcemy wykonaé najmniejsza mozliwg ilos¢ pomiaréw i jednoczesdnie dowiedziec
sie z nich, jak duza jest (co najmniej) iloé¢ klucza kryptograficznego.



Gléwnym rezultatem pracy jest podanie ograniczes dolnych na wiclkoéé klucza kryptograficz-
nego, ktéry mozna otrzymac przy pomocy publicznej komunikacji w jedna strone (tzw. wielkoéci
Devetaka-Wintera [DWO05]) w terminach mierzalnych parametréw stanu. W tym celu stosujemy
najpierw operacje symetryzacji stanu, tak aby uproscié Jjego postaé. Pierwsze ograniczenie bazuje
na pomiarze pojedynczej obserwabli, ktéra jest odpowiednikiem éwiadka zasobu:

Wiey = (111) 45{00] + |00 45 (11]) @ Up/ 51, (19)

gdzie U jest pewna transformacja unitarng, zalezng od postaci stanu, ktorego bezpieczenstwo
jest detektowane. i
Jedno z wyprowadzonych ograniczen w terminach w := |(W, key)pl t]. wartoéei éredniej obserwabli

Whey, Wynosi:

1 1
Kp=z1- sup (h(pr + p2) + H(p1, p2, 5 (1= p1 — p2), (1 = p1 — p2))],  (20)
0<p1+p2 <1, wp1 —pa 2 2
gdzic h jest binarng entropia Shannona, za§ H to entropia Shannona. Wykazujemy tez, ic z
powyzszej nieréwnodci mozna otrzymaé mniej doktadne, ale za to prostsze ograniczenie postaci:

Kp > 1—2h(w) h(é(l s (21)

ktére zalezy od pojedynczego parametru stanu. Drugie ograniczenie bazuje na 2 parametrach:
w, = {05 @0 ®Lap),| ovaz wy = [(0% @05 @Ua )|, gdzie ® i 0% to odpowiednie macierze
Pauliego. W uproszczonej postaci wyglada ono nastepujaco:

wm-i-wz)
1+ w,

Kp 2 1—=2h({py) — (1 — ps)R(E7") — pih( (22)
gdzie py = 1/2(1+ (0% @05 @14 p),), zad €M7 = max{%, 3‘-’1’:7”:‘} W pracy podaliémy réwniez
przyklady stanéw bezpiccznych, w przypadlu ktérych ograniczenie gérne jest ciasne i detektuje
Kp =1, wsytuacji gdy Fp — 0 wraz z wymiarem ukladu A’'B’ tegoz stanu.

Powyzsze wyniki oprécz ustalenia analogicznego obicktu, tj. swiadka bezpieczenstwa (19), wpi-
sujg sie w szeroka wizje ekonomicznego detektowania zasobu (w podanym w pracy [H7] prazy-
kladzie wystarczyl pomiar 6 ustawien, zamiast 81, ktérych wymaga pelna tomografia stanu).
Nalezy jednak pamietaé, ze ceng za niewielka iloéé pomiaréw jest fakt, se ograniczenie dolne na
klucz destylowalny skonstruowane z ich pomoca, nie jest optymalne.

Ograniczenia powtarzaczy klucza kryptograficznego [H4]

W pracy [H4] podjalem sie wraz ze wsp6lautorami zbadania nastepujacego problemu:

e Czy klucz kryptograficzny w postaci dowolnego stanu mieszanego jest przekazywalny, tak
Jak ma to miejsce w przypadku stanéw czystych, w ktérym kwantowy bezpieczny klucz i
splatanie sg sobie réwnowazne [Zul{+93, Ben+96b]?

e Czy klucz kryptograficany zawarty w dowolnym stanie mieszanym jest powtarzalny za po-
mocg protokolu analogicznego do kwantowych powtarzaczy (ang. repetares [Dir+99)), tj. w
przypadku dostepu do wielu kopii stanu kwantowego ?

Znalezienie odpowiedzi na te pytania jest niezwykle wasgne z punktu widzenia przyszloéci bez-
piecznego Kwantowego Internetu. Gdyby byly twierdzace, mozna by otrzymaé nowe protokoty
przekazywania bezpieczefistwa za pomocy taw. powtarzaczy klucza.

Jak wykazalidmy w [H4] przez podanie przykladéw oraz ogélnych ogracznieri dla pewnych klas
stan6w mieszanych, odpowicds w obu przypadkach jest przcczaca. Dowodzi to zwigzku bezpie-
czefistwa kwantowego z niclokalnogcia Bella, gdzie nic ma mozliwosci przekazywania i powtarza-
nia nielokalno$ci [SPG06, Bar05).

PokazaliSmy, ze praekazywanie klucza kryptograficznego zawartego w stanie bezpiecznym y4.4:¢, c
i drugiej kopii tego samego stanu Ye,cy pEe 1€ jest mozliwe, poprzez sprowadzenie tego problemu
do problemu odrézniania tychze stanéw od stanéw separowalnych za pomoca operacji LOKK. Po-
niewaz bylo wiadomo (jak zauwazylem uprzednio w ramach mojej tezy doktorskiej), ze niektére
stany bezpieczne sa stabo odréznialne za pomocy operacji LOKK od pewnych standéw separowal-
nych Yaparp, takiej postaci klucza (tj. reprezentowanej przez stan ~) nie mozna “przekazaé”,

KN
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gdyz kazdy taki protokél prowadzilby do odréznienia v od %, co, jak bylo wiadomo, nic jest
mozliwe. Mamy zatem wspomniana analogi¢ z nielokalnoscig Bella.

W scenariuszu kwantowych powtarzaczy klucza, stacje 4, C' = C1Cz i B wspdldzielg nie jedna,
lecz dowolna iloéé kopii stanu, zawierajacych klucz kryptograficzny. Celem jest wytworzenie w

jak najwiekszej iloéci klucza kryptograficznego wspéldzielonego pomiedzy A 1 B. Iloé¢ tak “po-

wtérzonego” klucza opisuje tzw. klucz powtarzalny postaci [H4]:

RAI.—»B(---'C'(
20 pono A ELOKK(A:CICaB)ym Tt

gdzie LOKK(A : C1C3 : B) to operacje LOKK miedzy trzema uktadami: A, C1Cy oraz .
Gléwne rezultaty [H4) to wykazanie, przez przykiad, ze istnicja stany, ktére zawicraja klucz
kryptograficzny, a ktére jednocze$nic maja klucz powtarzalny, zbiegajacy do zera z wymlarein
stanu,

0~ RYE=(p, p) < Kp(p) = 1. (24)

Osiagneliémy ten cel podajac ograniczenia gérne na klucz powtarzalny. Pierwsze z nich, jest
wogdlnieniem przedstawionego podejécia do przekazywania klucza na przypadek wielu kopii:

— B E
Y,y R pac, ® pp,p) < DE ¢, anlpac, © pe,s) (25)

gdzie DE ¢, ap(pac, Dpc,p) = liMy o 1Dci e aB (S, ®06,5" "), natomiast Doy o, - ap (p®
p') = infycsEP(CyCai4B) SWPMeLOK K (C1Cp:a8) DM (p2p)||M (). Jakkolwiek ograniczenie wy-
glada na trudne do obliczenia. jak pokazujemy, mozna je oszacowaé od gory dla standéw o do-
datnicj cugdciowej transpozycji przez 2Eg (pF) oraz 4144(p"). gdzie T = I @ T oznacza operacje
czedciowe] transpozyeji. Czynniki 2 1 4 nie sa optymalne, gdyz inna, prosta technika wykazalidiny
lepsze ograniczenie dla stanéw PPT oraz nieco stabsze, ale za to dla wszystkich stanow:

Y, perrr RAEC(pac, ® po,z) < min{EF (07). EE(0™), Leg(p")s Log (0™}, (26)
—Be 1 ey
Vo RATE% (pac, @ po,p) < §(ED(PAC1) + Ec(pe,B))s (27)

Powvic] EF(p) = limsup,_,. Er(p™")/n, zas uklad strzatck A — B « C opisuje fakt, ze
ograniczamy si¢ w tym wypadku do protokoléw, w ktérych komunikacja przebiega od A do BC
zaé micdzy B i C jest w obu kierunkach.

Wiykorzystujac ograniczenie (27) podaliémy konstrukcje stanu NPT, dokladniej stanu bezpiecz-
nego, ktérego klucz powtarzalny zbiega do % co wyklucza ten stan z uzycia w scenariuszu wielu
stacji podrednich C, D..., gdyz przy wielu stacjach wykonujacych protok6l powtarzania [Diir+99]
jego iloéé znacznie maleje: mnozona przez czynnik 1/2F+1 w przypadku 28+1 gtacji poérednich
kwantowego powtarzacza klucza.

W pracy [H4] zadaliény réwniez ogélne pytanie, dla jakich miar E zachodzi E(pout) < pEp(pac, )+
(1 —p)E(pe, p) gdzie stan pou; jest dowolnym stanem, ktéry mozna osiagnaé za pomoca operacjl
LOKK(A : C,Cy : B) ze stanéw wejsciowych pac, 1 po,B- Wykazali$my. ze nieréwnosé zacho-
dzi nie dla wszystkich stanéw wejéciowych, w przypadku miar kosztu splatania oraz splatania
formacji tj. gdy E = E¢ lub E = Ep = inf{]’-’z;"‘@:}izipﬂ’fpi):1.[':|=PXY S{Trx ) (i)

Jakkolwiek ograniczenie (25) nie jest optymalne, okazalo sie obiecujacg technika wykorzystana
w pracy [CF17], w ktérej Matthias Christandl i Roberto Ferrara podali ograniczenie gorne 2E5
(tj. splatania destylowalnego za pomoca protokoléw z komunikacja tylko w jedng strong) na
inna wersje klucza powtdrzonego: RG1C:—=A=E8 Dowdd ten stanowi powazny krok na drodze do
udowodnicnia faktu, ktéry wydaje sie prawdziwy, ze tylko w postaci czystego stanu kwantowego,
klucz kryptograficzny jest “powtarzalny”. Dowdd tego faktu okreslitby granice optymalnoéci
funkcjonowania przysziego bezpiecznego Kwantowego Internetu.

Nieroglaszalnoéé nielokalnosci Bella [H6]

Fakt. ze nie mozna rozglaszaé kwantowego splatania za pomoca operacji LOKK tj. ze stanu pap
stworzy¢ stanu papaspr takiego, ze pap = parp jest prosta konsekwencja wlasnosci wzgled-
nej entropii splatania, jak wykazujemy to w [H6]). W pracy tej wykazaliémy, ze analogicznie nie
mozna rozglaszaé nielokalnodci Bella w przypadku nielokalnych rozkladéw ze zbioru N5(2,2,2,2)

10

- s m -, jJ . b
pacs; fe,p) = nf limsup sup {= : TreAn((pac; @ Poys) ™) ®e I}, (23)



za pomocy operacji do pewnego stopnia® analogicznych do operacji LOKK tj. przeksztalcajacych
rozklady lokalno-relistyczne w lokalno-realistyczne. Operacje te nazywane operacjami zachowu-
Jacymi lokalnoéé (OZL) ktére spelniaja:

I) A jest poprawna, tj. przeksztalca niesygnalizujacy rozklad warunkowy w niesygnalizujacy

rozklad warunkowy,

IT) A przeksztalca w pelni niesygnalizujacy rozkiad warunkowy we pelni niesygnalizujacy,
III) A przeksztalca lokalno-realistyczny rozktad warunkowy w lokalno-realistyczny.
gdzie rozktad warunkowy o n x m podukladach I = {4,,..., A,, By, .Bp} nazywamy w pelni
niesygnalizujacym, jesli dowolny podzbiér podukladéw J = {Ail....A.;k,le..., B;, } nie sygnali-
zuje do pozostalych podukladéw ze zbioru I\ J.
Gléwny rezultat [HG] to dowédd faktu, ze operacje spelniajace powyzsze aksjomaty nie moga
rozglasza¢ nielokalnodci, tj.

VPanens(2,2227\0(2.2,2,2) {A(PaB) = Papap, TrapPapap = Trap Papap = Pyp}
= AgO0ZL (28)

Aby udowodnié ten fakt, wprowadziliSmy nowy miare nazwang anty-odpornosé R:
R(P) = maxprens{glgP + (1 — )P’ € L}, gdzie L to lokalno-realistyczne rozklady warunkowe.
Przedrostek “arty” oznacza, ze przeciwnie do standardowych miar nielokalnosci, wielkosé R nie
maleje ze wzgledu na operacje zachowujace lokalnoéé. “Odporno$é” w nazwie odpowiada za fakt,
ze R mierzy w jakim stopniu rozklad warunkowy odporny jest na domieszanie innego, ktére
skutkuje zmiana w rozklad lokalno-realistyczny. W pracy [H6] wykazujemy, ze gdyby mozna
byto rozglaszaé rozklady nielokalne, zmalalaby ich anty-odpornogé. Najpierw dowodzimy te za-
leznosé dla rozkltadéw izotropowych - mieszanki rozktadu warunkowego B, oraz maksymalnie
zinieszanego rozkladu warunkowego. Nastepnie zauwazamy, ze anty-odpornoéé¢ nie zmienia sie
ze wzgledu na tzw. operacje ktére usredniajg (ang. “twirling”). Operacje uéredniajace rzutuja
kazdy rozklad warunkowy na jeden z odeinkéw pB,q; + (1 —p)Brsz (0 < p < 1) w zaleznodei od
wartosci bitéw r,s (w przypadku r = s = 0 wprowadzone uprzednio w [MAGO6, Sho09]). Jako
ze, jak pokazujemy, operacje te nie zmieniaja wartoéci R, sprowadzilismy tym samym problem
do juz oméwionego przypadku izotropowych rozkladéw warunkowych. Argument powyzszy sto-
suje si¢ do rozkladéw warunkowych, dla ktérych odpowiednia nieréwnoéé C H SH., jest wigksza
od 3, wykazali$my jednak, ze wszystkie rozklady warunkowe, dla ktérych nieréwno$é CHSH, o
wynosi 3, sa lokalno-realistyczne.
Zwré¢my tutaj uwage na fakt, ze miara R moze by¢ interesujaca niezaleznie od poruszonego
wyzej kontekstu. 1 — R mierzy bowiem “odpornos¢” rozkladu na szum, ktéry w sposéb naturalny
pojawia si¢ przy fizycznej realizacji rozkladéw nielokalnych w laboratorium.

4) Rozréznialnoéé rozkladéw warunkowych za pomoca operacji zachowujacych lokal-
noé¢ w sposéb zupelny [H1]
W analogii do problemu zbadanego w paradygmacie odleglych lahoratoriéw, w pracy [H1] za-
dalem pytanie: jak dobrze mozna odréznié ckstremalne niesygnalizujace rozklady warunkowe
(kwantowe oraz poza-kwantowe) wiclodcianu NS(2,2,2,2) od sicbie nawzajem? Aby odpowie-
dzie¢ na to pytanie przedstawilem metode analogiczng do znanej z teorii splatania - metode
Ghosh et al. [Gho+01].
W scenariuszu tym dwie osoby maja do dyspozycji jeden z rozkladéw warunkowych (w ogdlnosci
zaszumiony) i nie wiedza, ktéry z nich wspoéldziela. Ich zadaniem jest zgadnac z jak najwiekszym
prawdopodobiefistwem, ktéry z rozkladéw wspéldziela, uzywajac tylko (i) prostych pomiaréw
(odpowiadajacych ustaleniu wejéé X, V) oraz (ii) poréwnania otrzymanych wynikéw. Operacje
skladajaca si¢ z tych dwéch, nazwalem operacja pordunujgeg Op. Aby méc zastosowaé analog
metody Ghosh et al., wykazalem najpierw, ze operacje Op sa operacjami w pelni zachowujacymi
lokalnoéé (patrz réwnanie 28).
Glowny rezultat stanowi nier6wnoéé wiazaca prawdopodobiefistwo sukcesu rozréznienia od siebie
n izotropowych rozkladéw warunkowych, tj. postaci B = a;Brst+(1—0;) Brsf, poprzez program

SZauwazmy, ze operacje przeksztalcajace rozklady lokalno-realistyczne w rozklady lokalno-realistyczne odpowiadaja dokladnie
w przypadku splatania operacjom przeksztalcajacym zbidr stanéw separowalnych w siebie. Te ostatnie jednak nie sa LOKK, gdyz
nalezy do nich operacja samiany poduktadéw, mamy tu wigc tylko czedciowy analogie.
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p(5) < 2L, | P5T0) = 0975593
301 Pt = 0926778
Ps(6) < 2o | pi?(5) < 0.874817
oy < . | i'16) = 0Ea5aa
8" | pg(T) < 0785715
ps®) < 7. | ps'(8) < 0.750001

Rysunek 2: Po lewe] stronie: ograniczenia na prawdopodobiefstwo sukcesu odréznienia od siebie za pomoca
operacji poréwnujacych elementéw ansamblu k € {5, ..., 8} niesygnalizujacych rozkladéw warunkowych typu
Popescu-Rohrlich ze zbioru {B},, : r,s,t € {0,1}}. Ansambl jest postaci {3 BL Y51, gdzie i; € {rst :r,5,t €
{0,1}}. Po prawej stronie: ograniczenia na prawdopodobiefistwo sukcesu odréznienia od siebie za pomocg ope-
racji poréwnujacych elementéw ansamblu k € {3, ..., 8} kwantowych rozkladéw warunkowych lamigcych mak-

symalnie odpowiednig nieréwnoé¢ CHSH,g, tj. ze zbioru {B;s : r,5,t € {0,1}}, gdzie ag = 21‘5. Ansambl

jest postaci {1, ij“ ey, gdzie i; € {rst :7,s,t € {0, 1}}.

liniowy z kosztem niclokalnosci rozkladu warunkowego postaci Bin = YrhaiBEe Bf : (Bi5 )
zdefiniowane tak jak Bf* tylko z innym parametrem):

C(Bin) =3

ZP(%Z)(@ + m;:lx,Bk = Ty :

H

+ max Br — 1. (29)

W powyzszej nierdwnosci p(4, 1) to prawdopodobiefistwo laczne zdarzenia, polegajacego na tym,
ze wspoldzielony byt rozklad B i odpowiedz osob zgadujacych jest takze i. C(By,) zaé oznacza
koszt nielokalnoéci rozkladu By, gdzie w definicji kosztu (14) przez zbiér warunkowych rozktadow
lokalno-realistycznych L przyjalem mieszanke wypukla produktéw rozkladéw, ktére sa w pelni
niesygnalizujace, zgodnie z definicjg 1 podang w [H6] i omdwions powyze] w punkeie 3.
Nuneryczna analiza powyzszego programu pozwolila mi odnalezé ograniczenia géine na rozrdz-
nialnosé pewnej liczby ukladéw (1) nielokalnych poza-kwantowych typu B}, oraz pewnej liczby
(i) ukladéw kwantowych typu B2Y dla ey = 2—‘%/—5, czyli kwantowych rozkladéw warunkowych
Jamiacych maksymalnie odpowiednig nieréwnosé CHSHrst (podsumowanie wynikéw przedsta-
wilem na Rys. 2).
Ponadto, w pracy [H1] wykazalem, ze kazda para ekstremalnych rozktadéw niesygnalizujacych
(a wigc reprezentujacych wierzchotki wieloScianu N 5(2,2,2,2)), jest rozréznialna konkluzywnie
2 niezerowym prawdopodobiehstwem. Konkluzywnoéé oznacza rozroznienie, w ktorym, gdy (z
pewnym prawdopodobiefistwem) otrzymamy pewien wynik, jesteémy pewni ktéry z 2 rozkladéw
jest wspoldzielony. Wykazalem takze, ze uklady lokalno-realistyczne sa rozréznialne miedzy sobg
konkluzywnie z prawdopodobienstwem 1, podobnie wszystkie rozklady warunkowe ekstremalne
w wieloécianie NS(2,2,2,2) sa parami rozréznialne z pewnoscia.
Powyzsze badania maja znaczenie operacyjne, gdyz istota przetwarzania informacji w sposob
niezalezny od urzadzenia [Bru+14], jest opieranie si¢ jedynie na statystykach ich wejéc¢ i wyjsé. W
takiej sytuacji naturalne staje si¢ pytanie, w jakim stopniu mozna zidentyfikowaé dane urzadzenie
fizyczne, obserwujac jedynie generowane przez niego statystyki.

5) Iloéciowanie kontekstualnosci [H5]
W pracy [H5] zadaliémy sobie pytanie, jak mozna mierzyé ilogciowo kontekstualnoéé. Zapropo-
nowaliémy dwie miary ekstensywne (tj. rosnace jako funkcja wymiaru rozkladu warunkowego).
Pierwsza to wzgledna entropia kontekstualnodei.” Miara ta jest zdefiniowana nastepujaco:

Xonax (Plale) 1= sup gmig, 3 p(0)D(Pale)IN ale) (30)

gdzie D(.||.) jest wzgledna entropia [CT91], zas p(c) jest dowolnym rozkladem prawdopodobien-
stwa na zbiorze {1, .., |C|}, |C| jest liczbg kontekstéw rozkladu warunkowego P(alc) za$§ minimum

7Jak okazalo sic, w przypadku nielokalnosci analogiczna wielkodé zostala zdefiniowana uprzednio [vGGO05] pod nazwa “sila
dowodu nielokalnosci”.
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przebiega po rozkladach warunkowych nickontekstualnych N(alc). Zauwazmy tutaj pelng ana-
logie do definicji miary splatania - wzglednej entropii splatania podanej w réwnaniu (4). Jak
dowodzimy, miara ta jest réwna innej mierze:

Traa(Plald) =8u min 1 c)ledel & A, 31
{Piuld) =umm I S @p( eMel © Ac) (31)

gdzie A(My, ..., Mpq|c) jest rozkladem na wynikach wszystkich | M| obserwabli, zas A, ~ P(alc)
oznacza, ze rozkiad marignalny wynikéw obserwabli z kontekstu ¢ rozkladu A., jest taki sam jak
rozklad P(alc)®. I oznacza tu wspomniang juz wzajemna informacje: I(A:B)=H(A)+ H(B)—
H(AB), gdzie H to entropia Shannona.

Wielko$¢ ta, cho¢ wydaje sie skomplikowana, moze byé rozumiana w terminach gry: Alicja chee
przekazaé numer kontekstu ¢ Bogdanowi, zaé adwersarz, ktéry przechwytuje ¢ moze wybraé
rozklad A, jest jednak ograniczony do tych rozktadéw, ktére na kontekstach 53 réwne odpo-
wiadajacym im rozkladom P(a|c). Jako 2e Xpmaz = Inax, wykazaliSmy operacyjna interpretacje
wzglednej entropii kontekstualnodel. W pracy [H5] obliczyliémy takze wielkogé tej miary dla wielu
rodzin rozkladéw warunkowych, takich jak Peres-Mermin [Per90, Mer90], Rozklad Faricuchowy
[Ara+12], Gwiazda Mermina [Mer93] i KCBS [Kly+08] oraz ich izotropowych wersji, tj. rozkla-
déw warunkowych bedacych mieszanksa wymienionych wyzej z rozkladem warunkowym, ktdrego
wszystkie konteksty maja rozklady jednorodne. Miara ta pozwala poréwnywaé kontekstualnogé
réznych kontekstualnych rozkladéw warunkowych.

Zbadalismy réwniez addytywnodé miary X,q. i wykazaliémy, ze jest addytywna na wierzchol-
kach wicloicianu rozkladéw nickontckstualnych o pewnych wlasnogciach {up. takich jak rozklad
Popescu-Rohrlich czy Peres-Mermin), tj. spelnia X, q. (P®?) = X pap(P). Jest réwniez addy-
tywna w przypadku 2 kopii wspomnianych izotropowych rozktadéw warunkowych. Wykazalidmy
réwniez,

ze w przypadku tych ostatnich rozktadéw X,.. = X, tj. mierze podobnej do X4z, dla ktorej
maximum po rozkiadach na kontekstach w réwnaniu (30), jest zastapione odwrotnoécia ich liczby.
Podalismy jednak przyktady i scharakteryzowaliémy ogélne rodziny rozktadéw warunkowych, na
ktorych te dwie miary kontekstualnosci réznig sie od siebie.

W pracy [H5] podali§iny réwniez definicje kosztu nielokalnosci oraz jego wartosé dla rozkladu
Peres-Mermin, ktéry pod nazwa frakeji kontekstualnosci byt, jak sie okazalo po opublikowaniu
pracy, wprowadzony wezesniej w [AB11, Ams+12].

Aksjomatyczne podejscie do nielokalnoéci Bella i kontekstualnosci [H2]

Kwantowa kontekstualno$é byta dlugo badana jako zjawisko, jednak nie byla postrzegana jako
zasob. Dopiero niedawno zostaly podane przyklady zastosowania kwantowej kontekstualnodci,
ktore wykazuja jej uzytecznoéé [How+14, SHP17]. Niemniej, jak kazde zjawisko moze ona byé
badana w ramach teorii zasobu: obiekty, ktére nie wykazuja kontekstualnoéci, tj. rozklady nie-
kontekstualne sg darmowe [H2]. Takg wlasnie perspektywe zaproponowaliémy w pracy [H2].
Przedstawilismy w niej podejécie do kontekstualnosei kwantowej i poza kwantowej oparte o kilka
aksjomatéw, analogicznych do tych znanych z teorii splatania [D1]. W oparciu o [Bar03] po-
daliSmy pewng klase operacji O, ktéra przeksztalca rozktad warunkowy w rozklad wynikow.
Zdefiniowaliémy nastepnie metryke (odlegloéé dwéch rozktadéw warunkowych od siebie), jako
dystans wariacyjny rozktadéw wynikéw, zmaksymalizowany po dozwolonej klasie operacji na
rozkladach warunkowych: ||P — P'||y0e = suppco [|M(P) = M{P")|]aist-

W pracy [H2], wykazaliémy, ze miara kontekstualnoéci X,,q0, t]. wzgledna entropia splgtania
(wprowadzona w [H5]), jest asymptotycznie ciggla, mianowicie jej wartoéci na bliskich sobie
rozkladach warunkowych réznig si¢ od sicbie jedynie o czynuik zalezny od logarytmu wymiaru®.
Wiasnosc ta ma znaczenie dla cksperymentéw detektujacych kontekstualnoéé, gdyz miara asymp-
totycznie ciggla nie jest wrazliwa na bledy prazygotowania. Konkretnie, dla ||P — P’ [lbor < €
zachodzi:

| Xman(P) — Xmaz(P")| < 30elogd + 12n(1 — €) + 18n(e) + 3¢, (32)

gdzie wymiar d wynosi min H‘f‘lai, C|}, za$ a; to liczba mozliwych wynikéw i-tej z | M
i=1

8W réwnaniu (31) uzyliémy notacji Diraca jedynie dla wygody, w istocie mowa tu o lacznym rozkladzie prawdopodobiefistwa

par (c, Ac).

97 dokladnoécia do stalych oraz funkeji, ktéra maleje do zera wraz ze zmniejszajacy sig odleglodeia rozkladéw
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obserwabli, |C| to liczba kontekstéw ', natomiast n(z) = —zlog,(z). Powyzsza nieréwnoéé po-
zostaje w analogii do asymptotyczne] cigglodel wzglednej entropil splatania opisanej w réwnaniu
(5).

Podaliémy taksze ograniczenie gérne miary X,,.. jako funkeje kosztu kontekstualnoéci:
X neelP) € man{Xusaa () t Py} % C{P) (33)

gdzie P, jest wierscholkiem wielo$cianu rozkladéw warunkowych spelniajacych warunek konsy-
stencii. Z uwagi na duzy stopiefl ogdlnoéci dowodu tego faktu, wlasnoéé ta posiadaja wszystkie
wypukle miary kontekstualnoser (i nielokalnosci).

W pracy zastosowaliémy takze analog protokotu destylacji nielokalnosci przedstawiony w [FWWW09],
do rozktadéw kontekstualnych. W tym celu wykazaliémy, ze protokél ten jest poprawny, tj. prze-
ksztalca rozklad niekontekstualny w rozklad ktéry tez jest niekontekstualny. Nastepnie pokaza-
liémy, ze na pewncj klasie rozkladéw prawdopodobiefistwa, analogicznych do tych z [FWW09],
rozklad wynikowy po zastosowaniu protokolu do 2 kopii rozkladu poczatkowego, w wickssym
stopniu lamie pewna nierédwnoi¢ kontekstualna.

Ograniczenia na kwantowa nielokalno$é z wykorzystaniem czesciowej transpozycji
[H3]

W pracy [H3] podajemy ograniczenie na miare nielokalnosci asymptotyczng wzgledng entropie
nielokalnodécei. Jest to miara waglednej entropii kontekstualnoéel rozktadu warunkowego, ktory
pochodzi przez pomiar z wielu kopii tego samego dwuukladowego stanu kwantowego, podzielona
przez liczbe kopii n (w granicy duzych n). Formalnie ma ona postac: 1

1 :
Bn(pap) :=limsup— sup sup N({TrM.,A(655)}), (31)
n—oo M ACLOKK M., '

gdvic N(P(A, B|X,Y)) = sup,q, , infroer 3, , 0. y) D(Plu. bla. ) || Pr(a, blz. y}).
Jakkolwick powyzsza miara jest zdefiniowana w sposéb trudny do obliczenia, jak wykazaligny,
mozna podaé proste ograniczenia gérne na jej wielko$¢:

Vv, Ry(p) < Er(p) (35)
VYoeppr Bn(p) < Er(p") (36)

Co zaskakujace, powyzsze ograniczenie w przypadku stanéw PPT jest tozsame z ograniczenicm
na wielkosé R (26), ktéra opisuje powtarzalny klucz.

W pracy [H3] definiujemy takze miare (asymptotyczna) taw. ukryte nielokalnogdci. tj. nielokalno-
$ci generowanej ze stanu przez pomiar, otrzymywane]j jedynie z pewnym prawdopodobiefistwem p
w wyniku postselekeji [Pop95]. Okazuje sie. ze miara zdefiniowana w sposéb analogiczny do {34).
jednak z uwzglednieniem multiplikatywnego czynnika p prowadzi do takiego samego ograniczenia
jak w (36). Zatem, jak mozna bylo oczekiwaé, nawet jesli stan posiada duza ukryta nielokalnedé,
mozna ja uzyskaé z malym prawdopodobiefistwem i stad takie samo ograniczenie gorne.

W przypadku pojedynczej kopii stanu podalidimy takze nieréwnosé wiazaca stopien lamania nic-
réwnodel Bella z rozréznialnoéeia od siebie dwéch standw. Wykazalidmy, 4e rdZnica w lamaniu
nieréuwnodci Bella w przypadku dwéch standw jest proporcjonalna do stopnia ich odrdznienia za
pomocy pewnej ograniczonej klasy operacji. Istotnym przykladem vastosowania tej nieréwnoécl
jest sprawdzenie jak lamia nieréwnoéci Bella stany bezpieczne, o ktérych byla mowa w sek-
cji 2.2. Dla standw bezpiecznych stabo odréznialnych od stanéw separowalnych mamy istotne
ograniczenie goérne:

< : r_. D
S(va5) <C(S)+QS) x __ imf 7" ="l (37)

10yyymiar d w nierdwnoéei (32), w naszym odezuciu nie zostal w omawianej tu pracy opisany dostatecznie poprawnie jak i
czytelnie, dlatego jego definicjg, wraz z wyjaénienlem innego przeoczenia, przedstawiliémy w formie erraty (Physical Review A
99, 039901(E) (mar. 2019) [H2]). Oba niedopatrzenia nie zmieniaja charakteru otrzymanych wynikéw, precyzuja jedynie sposéb
otrzymania oraz forme olrzymanego wyniku - asymptotycznej ciggloéci miary B c—

VW pracy |[H3] uzywamy w réwnaniu (34) notacji R, aby oznaczyé asymptotyczng wzgledna entropig niclokalnodei. Zmieniamy
tutaj ta notacje na Ry, w celu odréznienia od J@ oznaczajgcego pojecie powtarzalnego klucza opisane w réwnaniu 23 zgodnie z
nolacjag pracy [H4].
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gdzie S(pap) = Za,b:x,y s;‘.:gT?ﬂM‘f & MY pap jest wartodeia nieréwnoéei Bella S = {sj‘f.:g, na
stanie pap, za$ Q(S) jest maksymalng wartoscig S(p') dla wszystkich stanéw kwantowych f,a
C(S) jest maksymalng wartoscia nieréwnoséci S osiagang na rozkladach lokalno-realistycznych.
Czynnik ||4" — oT||, jak wykazalem uprzednio w doktoracie, bywa maty (rzedu 1/d), dla nie-
ktorych stanéw bezpiecznych. Zatem dla tych stanéw mozemy zaobserwowaé niewielki stopien
tamania nieréwnosci Bella o niewielkiej liczbie wejéé i wyjéé. Z uwagi na ten fakt, powyzsza nie-
réwno$¢ wyklucza wiele stanéw bezpiecznych z uzycia w protokolach generowania klucza krypto-
graficznego niezaleznego od urzgdzenia [And98, BHKO05, Aci407], ktérych faza akceptacji hazuje
na obserwowaniu stopnia famania takich nieréwnosci Bella.

Powyzsze wyniki wykazuja, ze badanie zwiazkéw miedzy bezpieczefistwem kwantowym a nielo-
kalnoécig moze prowadzi¢ do ciekawych analogii, jak w przypadku ograniczenia (36). Stanowi
ono réwniez wazny temat, szczegdlnie w kontekscie otrzymywania klucza kryptograficznego nie-
zaleznego od urzadzenia.

5. Omowienie Pozostatych osiggnigé naukowo-badawczych

Ten podpunkt autoreferatu jest opisany nastepujaco. Ponizej przedstawiam dane bibliometryczne. W
sekcji 4 opisuje wyniki otrzymane przed doktoratem, a w kolejnej sekcji 5 wyniki otrzymane po uzyskaniu
stopnia doktora. Sekcja 5.1 jest po§wigcona opisowi publikacji spoza listy filadelfijskiej, opublikowane po
doktoracie.

Dane bibliometryczne:

o Liczba publikacji z listy filadelfijskiej: 33 + 1 errata ( 19 po doktoracie)

Liczba wszystkich publikacji: 35 (w tym 1 publikacja pokonferencyjna oraz 1 pozycja ksigzkowa) +

1 errata

¢ Sumaryczna liczba cytowan (wedlug bazy Web of Science) 4301 ( 4235 bez autocytowan), w tym:
1) praca przegladowa [D1] 3531 (> 3510 bez autocytowari)
2) pozostale prace 770 (> 704 bez autocytowan)

e H-index: 14

e Sumaryczny wspélczynnik wplywu (ang. impact factor) 178,493

4 Przed doktoratem

Moje zainteresowania badawcze w okresie przed doktoratem dotyczyly gléwnie mozliwoéci przetwarza-
nia stanéw kwantowych w paradygmacie odleglych laboratoriéw. Paradygmat ten zaklada, ze dwie (lub
wigeej) 0s6b moze wykonywaé dowolne operacje kwantowe w swoich (odleglych od siebie nawzajem) labo-
ratoriach na zadanym stanie kwantowym, jak réwniez komunikowaé sie za pomocy klasycznych bitéw, tj.
wykonywaé Lokalne Operacje kwantowe i Klasyczna Komunikacje (LOKK). W scenariuszu tym badalem
trzy zasoby: klucz kryplograficzny bezpieczny wzgledem kwantowego adwersarza [D4, D3, D5, D6, D7, D8]
Jako miare splatania, kwantowe splgtanie [D9, D10], kwantowq czystodé (rozumiana jako ekwiwalent pracy
termodynamicznej) [D11, D12, D13]. Badalem réwniez ograniczenia operacji LOKK w kontekécie roz-
réiniania standw kwantowych [D2]. Ponadto w okresie przed doktoratem zostalem wspdtautorem pracy
przegladowej opisujacej zjawisko, jakim jest kwantowe splatanie [D1] (stan wiedzy na rok 2009), nato-
miast w pracy [D14] zajmowalem si¢ bezpieczenstwem klucza, kryptograficznego wzgledem klasycznego
adwersarza w analogii do kwantowego splatania.

W roku 2009 w pracy doktorskiej opisalem i poglebilem analize wynikéw prac dotyczacych klucza kryp-
tograficznego bezpiecznego wzgledem kwantowego adwersarza i kwantowego splatania [D4, D3, D5, D9].
W pracy tej zaobserwowalem réwniez oraz zbadalem zjawisko nieodréznialnosci niektérych stanéw bez-
piecznych od stanéw separowalnych ktére powstaja ze stanéw bezpiccznych po zaatakowaniu ich czgdei
klucza.

Jednym z istotnych wynikéw badan nad kluczem kryptograficznym w przypadku bezpieczefistwa wzgle-
dem kwantowego adwersarza, bylo wykazanie, ze jest on jedna z miar splatania Kp i moze byé badany w
ramach teorii splatania [D4, D3]. Innym waznym odkryciem dokonanym w tych pracach, bylo wykazanie,
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7e mozna otrzymaé klucz kryptograficzny z bardzo zaszumionych stanéw (o tzw. zwigzanym splataniu
[HHH98], tj. splatanych, ale spelniajacych Ep = 0). Aby wykazaé te fakty, scharakteryzowalidmy stany
kwantowe, ktére zawieraja idealnie bezpieczny klucz, cayli tzw. stany bezpieczne [D4]. Wykazalidmy, ze
operacje lokalne i publiczng komunikacje mozna wykona¢ za pomocy operacji LOKK, gdy podsiuchujaca
osoba (zwykle zwana Ewa) otrzymuje puryfikacje stanu kwantowego wspdétdzielonego przez osoby uczeiwe
[D3] (szerzej przedstawione w mojej pracy doktorskiej). Ponadto w pracach [D4, D3] wykazaliémy takze, ze
ilog¢ klucza kryptograficznego, ktéra mozna otrzymacé ze stanu kwantowego jest ograniczona 2 gbry prrzez
wzgledna entropie splatania [Ved+97] oraz wykazalismy kilka waznych wlasnoéci stanéw bezpiecznych, W
pracy [D5] podali$my przyklady stanéw o niskim wyiniarze i o zwigzanym splataniu, ktére majg nicze-
rowy klucz kryptograficzny, ktéry mozna otraymac wykorzystujac jedynie jednokierunkows komunikacje
klasycena. W artykutach [D8, D7, D6] wypracowaliémy analogiczny rezultat dla kanaldéw kwantowych,
podajac przyklady kanaléw z niewielks kwanfowa pojemnoscia komunikacyjna (D8], a nastepnie z ze-
rowa kwantows pojemnodcia komunikacyjna [D7. D6] (tj. takie, przez ktére nie mozna wiernie przesytaé
kubitéw), ktore, jak dowiedliémy, maja niezerowa pojemno$é¢ prywatna, tj. mozna przez nie przesytaé
hezpiecznie klasyczne bity.

W pracy [D9] wykazalidmy, ze koszt splgtania oraz logarytmiczna ujernnosc dla niektérych standw zmieniaja
wartoéé z duzej wielkoSei do zera pod wyplywem pomiaru lub éladu ezgéciowego na poyedyneczym kubicie
stanu (inaczej - sa blokowalne). Wykazalidmy takze, ze wzgledna entropia splatania nie ma tej wlasnodcl
(jest w tym scnsie nichlokowalna).

VW pracy [D10] wprowadzilidmy miare wieloukladowego zmniejszonego splgtania (ang. squashed) oraz udo-
wodnili, 7c ogranicza 7 gory wielouktadowy klucz destylowalny.

W pracy [D11] wykazaliémy ograniczenie na liczbe kubitéw w stanie czystym (rozumianych jako ilosé
pracy termodynamicznej), ktére mozna otrzymac lokalnie z dwuukladowych standw czystych za pomoca
tzw. ograniczonych zaszumionych operacyi LOKK. W pracy [D12] wykorzystalidiny programowanic pol-
dodatnio okredlone do zhadania iloéci destylowalne) czystodel z tuw. stanédw Wernera [Werg9]. W pracy
[D13] wykazalibmy. 2e dwa zadania (i) otrzymywania lokalnic standw czystych oraz (i) otrzymywanic
ceystego splatania z dwuukladowych stanéw s zadaniami komplementarnymi - otrgymywanie lokalnie
duzej ilogci standéw czystych uniemozliwia otrzymywanie duzej ilosci stanow splatanych (i vice versa).
Zdefiniowaliémy takze komutator dla operacji LOKK. Opisuje on sytuacje. gdv dwie operacje komutuja,
gdy sa wykonane na ukladzie globalnie, natomiast nie mozna wykonaé ich jednoczedénie na ukladzie za
pomocy operacji LOKK.

5 Po doktoracie

W okresie po doktoracie, poza kontynuacja badan dotyczacych klucza kryptograficznego [P1, P2] i kwan-
towego splatania [P3], moje zainteresowania badawcze skupily si¢ wokol wlasnoéci zasobu niclokalnosgci
Bella [P4, P5, P6. P7] i szerze], oméwionej juz kontekstualnoécl oraz polaczenia tych tematyk, jakim jest
problem zwickszania bezpieczenstwa stabo prywatnej losowosci [P8, P9, P10, P11].

W pracy [P3] wykazalidny ze sg stany, ktorych podukladéw nie mozna zamicnié za pomoca operacji LOKK
i zdefiniowaliémy symetrig miar splatania i podali przyklad miary, ktéra jest asymetryczna. W pracy [P1]
podaliémy ze wspdlautorami protekét otrzymywania klucza kryptograficznego ze stanu bezpiecznego, ktory
daje w wyniku wiecej klucza niz log d, jesli stan bezpieczny vaparp zawiera klucz w czeéci A'B’ (zwane]j
tarcza). W pracy [P2] m.in. podaliémy ograniczenie dolne na odleglodé standw o dodatnie] czedciowe]
transpozycji (stanéw PPT) od stanéw bezpiecznych w przypadku d = 2, t]. bezpiecznych bitow. Podajemy
réwniez konstrukcje stanéw PPT, ktére sa niemal ortogonalne do stanéw separowalnych. Dowodzimy
takze, ze stany PPT w przypadku dostatecznie duzego wymiaru sa odlegle w normie $ladowej od stanéw
separowalnych o = 1/4.

W pracy [P4] zbadaliémy zjawisko wzrostu niclokalnosci Bella po wykonaniu operacji obwodowej (ang.
wiring) na dwéch podukladach trzy-uktadowyego rozkiadu warunkowego. Podali$imy ograniczenia dolne na
koszt nielokalnogci oraz odpornoéé nielokalnosci, wyrazone przez iloéé nielokalnosci ktorg mozna uzyskaé w
ten sposob. Przedstawiliémy réwniez ograniczenie géime na nielokalnosé ktora mozna uzyskaé za pomocy
operacji obwodowej, wyrazong przez funkcje wagi komponentow rozkladu, ktére sygnalizuja w przeciwng
strong do przebiegu operacji obwodowej. Zbadali¥my numerycznie ilosé nielokalnodci ktérg moina uzyskad
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w badany tu sposéb, dla kilku klas tréjukladowych rozkladéw warunkowych, w niektérych praypadkach
osiggajac optymalne rezultaty.

Prace [P5, P6] sy poSwiecone losowym kodom dostepu (LKD). Wykazaliémy w nich m.in. réwnowagnoéé
LKD i funkejonalnosci skladajacej sie z rozkladu warunkowego Popescu-Rohrlich i mozliwosei przesiania
1 bitu komunikacji. Skonstruowaliémy takze sygnalizujacy rozklad warunkowy, ktéry nie jest w stanie
symulowa¢ LKD. Nastepnie uogdlniliémy te rezultaty dla przypadku LKD pozwalajacego na wybér jednego
z n bitéw oraz innych wariantéw funkcjonalnosci LKD [PG.

W pracy [P7] nogélniamy gre CHSH do scenariusza gry posiadajacej 3 wyniki i dowolng liczbe wejsé, ktora
wspoéldzicli pewne cechy z gra CHSH. Gry te nazywamy grami XOR-3. Badamy zaréwno niclokalnodé
takich gier, jak i ich kontekstualno$é. Przedstawiamy takze wyniki numeryczne ograniczen gérnych na
kwantowg wartoé¢ gier X OR-3 w przypadku niewielkiej (do 6) liczby wejsé. WykazaliSmy rowniez, ze gry
typu XOR-d (dla d > 2) (roéwniez w przypadku wiccej niz 2 graczy) nie mogg by¢ pseudo-telepatyczne,
tj. w przvpadku kwantowym nie osiggaja prawdopodobiefistwa sukcesu 1.

W pracy [P12] wykazaliSmy do jakiego stopnia warto$é nieréwnosci Bella o jednym inpucie binarynym
a drugim dowolnego rozmiaru n (nieréwnosci 2 x n) w przypadku kwantowych rozkladéw warunkowych
rozni sig od wartosci osigganej maksymalnie przez rozkiady niesygnalizujace. Sformuowalidmy w tym
celu pojecie nazwane frakeja dterminizmu (FD). Jak dowodzimy, w przypadku kwantowych rozkladéw
z wieloScianu o rozwazanej liczbie wejéé, FD jest niezerowa. Kolejnym faktem, ktéry wykorzystalidmy a
ktéry jest interesujacy sam w sobie, jest tzw. odwrécona nieréwnosé tréjkgta dla stanéw kwantowych: Jesli
k standw jest odleglych od innego o 2 — e, to ich kombinacja wypukla jest odlegla od niego o conajmniej
2 — 2v/ke.

W pracy [CR12] wykazano, ze wykorzystujac rozklady lamigce prawie maksymalnie tzw. lafcuchows
nieréwnosé Bella (ang. “chain inequality”), mosna zwigkszy¢ hezpieczefistwo losowosci srédla Santha-
Vasirani’cgo z parametrem ¢, jesli ¢ jest odpowiednio mala dodatnia liczbg. W pracy [P8] wykazalismy
dokladng warto$¢ e #rédla slabej losowoéci Santha-Vasirani’ego, ktérego prywatno$é mozina wzmocnié
za pomocy rozkladéw typu laficuchowego. Nastepnie w pracy [P9] podaliémy protokét wykorzystujacy
niewielkg liczbe urzadzen o niewielkiej liczbie podukladéw, odporny na szum. W kolejnej pracy [P10]
zredukowalimy liczbe urzadzen do 2. W ostatniej pracy z tego cyklu [P11] wykazaliémy, ze bezpieczenstwo
losowosci mozna wzmacniaé, wykorzystujac taiicuchowa nierdéwnogé Bella. nawet wtedy, gdy adwersarz
koreluje urzadzenie z wartoscig bitéw Zrédla Santha-Vasirani’ego za pomoca szerokiej klasy operacji.

5.1 Pozostale publikacje

Praca [I1] okregla, jak zmienia si¢ dana nieréwnoéé Bella, jesli wiemy, ze ustawienia wejsé X 1Y sa cze$ciowo
zalezne od siebie. Publikacja ksigzkowa [I2] to zestaw éwiczen do matematyki dyskretnej przeznaczona dla
studentéw pierwszego roku studiéw informatyki. Obejmuje ona stadnardowy zestaw éwiczeh dotyczacych
m.in. systeméw obliczeniowych, kombinatoryki i rachunku prawdopodobiefistwa.
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of Physics (grud. 2016), s. 083021. arXiv: 1612.08938. ’

[P2] Piotr Badziag, Karol Horodecki, Michal Horodecki, Justin Jenkinson i Stanistaw J. Szarek. »Bound
entangled states with extremal properties”. Phys. Rev. A 90.1 (lip. 2014), s. 012301. arXiv: 1309.
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2014), s. 100401. arXiv: 1307.7904.
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