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Niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest badaniu ideatéw zbiorow nigdziege-
stych w topologiach na zbiorze liczb naturalnych. Rozpatrywane w pracy problemy,
lezace na styku teorii mnogosci, kombinatoryki, teorii liczb i topologii, stanowig do-
skonaty okazje do zaobserwowania wzajemnego przenikania sie pozornie odrebnych
dziedzin matematyki.

Jednym z poruszanych zagadnien jest pojecie reprezentowalnosci w sensie Mar-
czewskiego-Burstina, ktérym zajmowali sie m.in. M. Balcerzak, A. Bartoszewicz,
K. Ciesielski i P. Koszmider. W roku 2001 M. Balcerzak, A. Bartoszewicz, J. Rze-
pecka i S. Wronski zauwazyli, ze schemat, wedtug ktérego otrzymuje si¢ rodzine
zbioréw nigdziegestych w danej topologii, okazuje sie by¢ interesujacy réwniez wtedy,
gdy rodzine niepustych zbiorow otwartych zastapimy dowolng rodzing F niepustych
podzbioréw danego zbioru X. Rodzina:
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stanowi wiec uogdlnienie nie tylko pojecia zbioréw nigdziegestych, ale takze poje-
cia klasycznych zbioréw zerowych Marczewskiego (s°), pochodzacego z 1935 roku.
Idealy dajace si¢ przedstawi¢ w postaci S°(F) dla pewnej rodziny F nazywamy MB-
reprezentowalnymi. Dla idealéw na zbiorze liczb naturalnych wprowadzamy w roz-
prawie bardziej restrykcyjny wariant pojecia MB-reprezentowalnosci, wymagajac do-
datkowo, zeby rodzina podzbioréw N reprezentujaca dany ideat byta przeliczalna —
moéwimy wéwcezas o ideatach MB-przeliczalnie-reprezentowalnych (w skrécie: MBC).
Badamy ich wtasnosci oraz pokazujemy zwiazek z idealami reprezentowanymi topolo-
gicznie wprowadzonymi przez M. Saboka i J. Zapletala. Rozwazamy rowniez pojecie
rozszerzalnosci do ideatéw MBC.

Gléwnym celem rozprawy jest jednak zbadanie ideatéw zbioréw nigdziegestych
w topologiach na N, ktorych bazy sktadaja sie z nieskonczonych ciggéw arytmetycz-
nych spetiajacych pewne warunki. W literaturze mozna znalezé¢ przyktady kilku
takich topologii. W 1955 roku H. Furstenberg wprowadzit topologie, przy uzyciu kto-
rej zaprezentowal elegancki topologiczny dowdd istnienia nieskonczenie wielu liczb
pierwszych. W roku 1959 S. Golomb przedstawit podobny dowé6d z wykorzystaniem
topologii zdefiniowanej w 1953 roku przez M. Browna. W 1969 roku A. M. Kirch zmo-
dyfikowat za$ definicje tej topologii, chcac uzyskaé¢ dodatkowe wtasnosci wyposazo-
nego w nig zbioru N. Bedziemy réwniez rozwazaé topologie dzielnikéw zdefiniowana
w 1993 roku przez G. B. Rizze oraz topologie wspélnych dzielnikéw wprowadzona
przez P. Szyszkowska (Szczuke) w roku 2013.

Wszystkie wymienione topologie byly niedawno szeroko badane przez P. Szysz-
kowska (Szczuke), a niektére z nich réwniez m.in. przez T. Banakha, J. Mioduszew-
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skiego, S. Turka, a takze P. L. Clarka, N. Lebowitza-Lockarda, F. Marko, S. Po-
rubsky’ego i wielu innych matematykow z catego swiata. Warto zaznaczy¢, ze czesé
z tych topologii — stanowigc nietrywialne lecz elementarne przyktady i kontrprzykta-
dy dla wielu topologicznych wtasnoéci — omawiana jest rowniez w klasycznej pozycji
L. A. Steena i J. A. Seebacha pt. ,Counterexamples in Topology”.

W rozprawie definiujemy ideaty: Furstenberga, Golomba, Kircha, Rizzy i Szysz-
kowskiej jako ideaty zbioréw nigdziegestych w podanych topologiach. W pierwszej ko-
lejnosci omawiamy ich podstawowe wlasnosci wazne z punktu widzenia teorii ideatow
na zbiorach przeliczalnych. Zajmujemy sie takze m.in. pojeciem wtasnosci FinBW
wprowadzonym w 2007 roku przez R. Filipowa, N. Mrozka, I. Rectawa i P. Szuce dla
ideatow na N — prezentujemy nowa charakteryzacje idealéw z wtasnoscia FinBW,
by przy jej uzyciu otrzymac wyniki dla ideatéw zbioréw nigdziegestych w badanych
topologiach. Wtasnos¢ ta jest rowniez zwigzana z rozszerzalnoscig do idealéw su-
mowalnych i wlasnoscia Riemanna (dotyczaca klasycznego twierdzenia o warunkowo
zbieznych szeregach liczbowych), ktérymi zajmowali sie np. R. Filipéw, P. Klinga,
A. Nowik, P. Szuca i W. Wilezyniski. Udzielamy réowniez negatywnej odpowiedzi
na pytanie postawione niedawno przez C. Uzcateguiego w przegladowym artykule
poruszajacym aktualne tematy dotyczace idealow na zbiorach przeliczalnych, po-
kazujac, ze zbior liczb naturalnych z topologia Rizzy jest przeliczalna przestrzenia
topologiczng bez punktéw izolowanych, w ktorej ideat zbiorow nigdziegestych jest
MBC, ale nie jest izomorficzny z NWD(Q).

Wicksza czes¢ pracy stanowi jednak omoéwienie mozliwych zawieran pomiedzy
wymienionymi ideatami. Dowodzimy zachodzacych miedzy nimi inkluzji lub uzasad-
niamy ich brak, konstruujac przyktady zbioréw rozrézniajacych poszczegolne ideaty.
Odpowiadamy przy tym réwniez na pytania postawione przez A. Nowika i P. Szysz-
kowska.

Jeden z rozdziatow rozprawy poswiecony jest rozwazaniom dotyczacym topologii
T, dla m € N, wprowadzonych niedawno przez P. Szyszkowska — jest to uogdlnienie
definicji topologii Kircha, ktora, wedtug tej konwencji, stanowi rodzine 77. Proponu-
jemy dalsze uogdélnienie powyzszej definicji, rozpatrujac topologie 7(,,) dla ciggéw
(tn)nen 0 nieujemnych wyrazach catkowitych. Badamy mozliwe zawierania pomie-
dzy ideatami zbiorow nigdziegestych Z,,,) w tych topologiach — podajemy m.in. cha-
rakteryzacje, kiedy Z,) € Z(s,). Uzyskane wyniki pozwalajg sformutowa¢ wnioski
dla idealéw zbiorow nigdziegestych w topologiach 7, — otrzymujemy w szczegdlno-
sci przeliczalny tancuch ideatow topologicznych, w ktorym Z,, € Z,,11 dla kazdego
m € N. Pokazujemy réwniez, ze posrod ideatéw Z(,,,) mozna znalez¢é C-antytancuch
mocy ¢.

W dalszej czesci rozprawy omawiamy natomiast zwiazki zachodzace pomiedzy
wybranymi dobrze znanymi ideatami odgrywajacymi istotng role w teorii liczb i kom-
binatoryce, takimi jak ideat zbioréw o gestosci asymptotycznej zero Z,, ideal sumo-
walny Z1, ideat van der Waerdena VWV i ideat Hindmana H, a takze dogltebnie bada-
nymi w rozprawie ideatami topologicznymi: Furstenberga, Golomba, Kircha, Rizzy
i Szyszkowskiej. Podsumowujemy tym samym, w jaki sposéb rozwazania podjete
W rozprawie wpisuja sie w klasyczne, znane od lat wyniki.



