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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Marty Kweli

pt. ,Idealy zbiorow nigdziegestych w topologiach
na zbiorze liczb naturalnych”

Punktem wyjScia niniejszej rozprawy doktorskiej jest nastepujacy rezultat M. Balcerzaka,
A. Bartoszewicza, J. Rzepeckiej i S. Wronskiego®:

Dla dowolnego zbioru X # 0 i rodziny F C 2°M% rodzina
SUAF)={ACX:VUeF IVeF VCU\A}
jest idealem, za$ rodzina
S(FA ={ACX:VUeFIVeF (VCU\AVVCUNA)}

jest ciatem.

Idealy, ktére mozna przedstawi¢ w postaci S°(F) z pewng rodzing F, nazywamy reprezen-
towalnymi w sensie Marczewskiego-Burstina. W naturalny sposéb pojawia si¢ wiec pytanie,
ktore idealy sg MB-reprezentowalne?

W niniejszej rozprawie autorka skupia si¢ na klasycznych ideatach zbioréw nigdziegestych
na zbiorze liczb naturalnych, zadanych przy uzyciu ciggéw arytmetycznych, modyfikujac jedno-
cze$nie pojecie MB-reprezentowalnosci poprzez pojecie MBC-reprezentowalnosci, w ktérym
dodatkowo wymaga sie przeliczalnosci rodziny F.

Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe definicje i fakty na temat idealéw i ich wlasnosci.
Tu autorka wprowadza m.in. pojecia: ideatu Z;, idealu sumowalnego, a takze idealéw van der
Waerdena, Hindmana, Furstenberga, Golomba, Kircha, Rizzy czy Szyszkowskie;j.

W rozdziale drugim autorka gléwnie skupia sie na ideatach MBC-reprezentowalnych. Dowo-
dzi, ze idealy Furstenberga, Golomba, Kircha, Rizzy i Szyszkowskiej s MBC-reprezentowalne,
w odréznieniu od ideatéw Z;, Z1, van der Waerdena czy Hindmana, ktére nie tylko nie sg
MBC —reprezentowalne, ale rowniez nie sa rozszerzalne do idealéw MBC-reprezentowalnych.
Autorka wykazuje m.in., ze kazdy ideal MBC-reprezentowalny jest typu F,s, Z—przeliczalnie
oddzielalny oraz slabo-selektywny. Na uwage zasluguje udowodniony ciag zaleznosci pomie-
dzy ideatami MBC-reprezentowalnymi, przeliczalnie oddzielalnymi, rozszerzalnymi do ideatu
MBC-reprezentowalnego i w——diagonalizowalnymi. Cato$¢ dopehia schemat zaleznosci po-
miedzy wybranymi wiasnosciami idealéw ze str. 43. Dowody umieszczonych w tym rozdziale
rezultatow sa dosé elementarne, ale pomystowe.

Trzeci i czwarty rozdzial po$wiecono idealom Furstenberga, Golomba, Kircha, Rizzy i Szysz-
kowskiej. Autorka bada zaleznos$ci pomiedzy tymi idealami oraz wybrane wlasnosci tych ide-
aléw, m.in. gestosé, MBC—reprezentowalnosé, FinBW, rozszerzalnosé do idealéw sumowalnych,

1) M. Balcerzak, A. Bartoszewicz, J. Rzepecka, S. Wronski, Marczewski fields and ideals, Real Anal. Exchange
26(2) (2000/2001), 703-716.



ztozonos¢ deskryptywna, czy sa P-idealami. W rozdziale czwartym badane sg réwniez rodzi-
ny Dense(F) i Bern(F) zdefiniowane przez A. Nowika?, jednak tylko w kontekscie topologii
Rizzy, co pozostawia pewien niedosyt.

W rozdziale pigtym znajdujemy uogdlnienia topologii Kircha i Szyszkowskiej, a wiec topo-
logie 7(,,) wprowadzone przez bazy postaci

B, ={{an+b}: (a,b) =1,b<a,VieN [, (a) < a;}

z pewnymi ciggami (a,), ktore nie sa prawie wszedzie réwne zero (w sensie idealu zbioréw
skonczonych). Ten rozdzial uwazam za najcenniejszy. Autorka dowodzi, ze przestrzenie topo-
logiczne wprowadzone przez takie bazy sa 15, ale nie 75. Mdj respekt budzi Twierdzenie 5.2.1
wraz z niebanalnym dowodem, pochodzace z nieopublikowanej jeszcze pracy napisanej wspoélnie
z promotorem pomocniczym dr Jackiem Tryba®. Jest to pelna charakteryzacja, kiedy moz-
na wprowadzi¢ porzadek w rodzinie wszystkich idealéw zbioréw nigdziegestych NWD(7 (ay,)).
Z kolei z Twierdzen 5.2.3 i 5.2.4 dowiadujemy si¢, ze ideal zbioréw nigdziegestych NWD(7(,,,))
jest istotnie zawarty w ideale Golomba. Ciekawa wydaje sie réwniez konstrukcja antylancucha
w rodzinie zbioréw nigdziegestych NWD(7(,,,)) z czeSciowym porzadkiem C.

W rozdziale széstym autorka skupia sie¢ na zbadaniu relacji pomiedzy rozwazanymi wcze-
$niej idealami. Za bardzo cenng uwazam tabele na str. 78, ktora zbiera wszystkie informacje
na ten temat. Nie rozumiem, dlaczego autorka umieszcza ponownie Przyklady 6.8, 6.9, 6.14,
6.16 oraz Twierdzenia 6.10, 6.11, skoro sg one w istocie powtdrzeniem twierdzen i przykladow
z rozdziatu 3. Nie spotkalam si¢ tez do tej pory z cytowaniem publikacji ,(zasadniczo [26])” —
co to wlasciwie oznacza?

Na koncu pracy znajduje si¢ Dodatek, w ktérym zostaly zebrane wlasnosci rozwazanych
w rozprawie idealoéw, niestety tylko wybranych. Z przyjemnoscia zobaczytabym (choc¢by pod-
czas obrony rozprawy doktorskiej) tabele z pozostalymi wlasnosciami takimi jak: przeliczalna
oddzielalnos¢, slaba selektywnos¢, reprezentowalnos$c topologiczna, w—+—oddzielalno$é, rozsze-
rzalno$¢ do ideatu sumowalnego. Jednocze$nie w tabeli nie uwzgledniono idealu Z,, ktéry po-
winien sie tam znalezé choéby jako przyklad idealu, ktéry nie jest MBC-reprezentowalny, ale
jest rozszerzalny do takiego ideatu. Wreszcie brakuje w tabeli idealéow NWD(7(,,,)). Kompletna
tabela pozwolilaby autorce ocenié, czy sa jeszcze otwarte problemy dotyczace wspomnianych
wlasnosci tych idealow.

Uwagi szczegdtowe

e Uwaga na str. 21 powinna by¢ raczej lematem.

e Oczywisty inkluzje, ze S°(F) C S(F) nalezaloby napisa¢ po Stwierdzeniu 2.1., obok
uwagi F N SY(F) = B, a nie w dowodzie Stwierdzenia 2.1.2.

e Autorka cytuje charakteryzacje Mazura w Twierdzeniu 1.2.6, a nastepnie w dowodzie
Twierdzenia 2.2.4 cytuje oryginalne Zrodlo zamiast Twierdzenia 1.2.6.

e W Definicji 2.3.1 od razu na poczatku zdania powinna znalezé sie precyzyjna nazwa
sIdealt T na zbiorze N jest reprezentowany topologicznie na X przez I” (autorka dopiero
w ostatnim zdaniu podaje precyzyjna nazwe).

e Zamiast formutowaé trywialne Stwierdzenie 2.4.2 i Wniosek 2.4.3, wystarczy napisa¢ jedno
zdanie komentarza.

2) A. Nowik, Marczewski-Burstin representations vs. Bernstein and dense subsets, Demonstratio Math. 49
(2016), 372-378. '
3) M. Kwela, J. Tryba, On some generalizations of the Kirch’s ideal, wystana do czasopisma.



We Whniosku 2.4.13 wystarczy napisa¢ tylko, ze Fin & Z; jest rozszerzalny do MBC,
ale nie jest MBC. Pozostala tres¢ tego wniosku (a zwlaszcza uzasadnienia w nawiasach
wynikajace z przechodniosci implikacji) powinna znalezé sie jako komentarz po wniosku.

e Podrozdzial 3.2. jest nieporozumieniem ze wzgledu na swoja objetosé. Korzystniej bytoby
polaczy¢ podrozdziaty 3.2 1 3.3.

e Zapis b mod a = b, nalezaloby raczej zastapi¢ zapisem b = b, (mod a).
e Tytul podrozdziatu 4.1 ,Przyktady zbioréw” jest bardzo nieprecyzyjny.

e Sformulowanie ,znaczna wigkszos¢ zbiorow” (str. 54) jest na tyle nieprecyzyjne w mate-
matyce, ze powinno by¢ w cudzystowie.

e Diagram na str. 62 nie uwzglednia ideatéw Zg, k.

e Stwierdzenia 5.1.2 i 5.1.3 nalezaloby przeformulowaé ,Dla dowolnych (cv,),(3,) € S”.

Rozprawa tworzy logiczna calos¢ i jest napisana w sposob staranny. Dowody zostaly zapi-
sane z nalezyta precyzja. Autorka skrupulatnie wskazuje Zrodta cytowanych rezultatow. Moje
zastrzezenia budzi jednak rozwlekty styl pisania pracy, przez ktory i tak do$¢ dluga praca (po-
nad 90 stron) staje sie mniej czytelna. Autorka, zamiast numerowaé¢ wprowadzane definicje, aby
moc sie do nich w przyszlosci tatwo odwotaé, ponownie przytacza caly tresé¢ definicji (stusznie
zreszty zakladajac, ze wprowadzone definicje i wlasnosci idealéw sg trudne do odnalezienia
w tak dlugiej pracy). W poczatkowej czesci lektury czytelnik zapewne docenia zyczliwo$é au-
torki, jednak z czasem zwrot ,Przypomnijmy, Ze” wrecz sugeruje czytelnikowi brak indeksu
poje¢ i symboli na koncu pracy. W ten sposob pojawiaja sie kilkakrotnie definicje: A*, p,#,
ideatu, o-ideatu, idealu sumowalnego, gestego, przeliczalnie oddzielalnego, Z., 7 @ J, idealéw
Furstenberga, Golomba, Kircha, Szyszkowskiej, wlasnosci FinBW czy Riemanna (str. 27, 31,
39, 45, 52, 54, 56, 57, 61, 65, 40), az wreszcie wszystkich rozwazanych ideatéw (str. 77). Po-
nownemu przytaczaniu definicji towarzyszy cytowanie pelych tresci stwierdzen i przykladéw
z wezesniejszej czescl pracy, o czym juz wspominatam w trakcie omawiania rozdzialu 6.

Przytoczenie definicji aksjomatéw oddzielania, jak rowniez definicji réwnowaznosci baz (w
dodatku dwukrotnie — str. 64, 67), wydaje sie by¢ zbedne (sa to pojecia wprowadzane w podsta-
wowym kursie topologii), zwlaszcza ze autorka nie wyjasnia mniej znanych w cyklu ksztalcenia
pojeé, jak chocby ,przestrzen polska” (oczywiscie nie mam najmniejszych watpliwosci, ze au-
torka zna dobrze definicje).

Trudno tez nie odnie$¢ wrazenia, ze redakcja pracy opierala si¢ na tlumaczeniu rezultatéw
(zapewne z przygotowanych publikacji) z jezyka angielskiego na jezyk polski. Niestety zbyt
dostowne tlumaczenie prowadzi do pojawienia si¢ sformutowan niepoprawnych stylistycznie,
z ktorych na pierwszy plan wysuwa sie doslowne thumaczenie zwrotu such that, ktére nie od-
powiada polskiej skladni zdania; np. na str. 15 Niech f bedzie bijekcjg, taka ze ...” zamiast
» Niech f bedzie takg bijekcja, ze...” (takich przykladow w pracy jest cale mnéstwo). Mniej
razace sg sformulowania: W tym rozdziale” zamiast ,W rozdziale tym” , ,To pojecie zostato
wprowadzone” zamiast ,Pojecie to ...7, czy ,Te przestrzenie byly péziniej badane przez” itp.
Autorka nie ustrzegta si¢ tez kilku bardzo niefortunnych sformutowan; np. ,(Z, 7r) byla wtedy
przestrzenig metryzowalng” (teraz juz nie jest?).

Interpunkcja nie wydaje si¢ by¢ najmocniejszg strong autorki; niepotrzebne dwukropki (np.
na str. 37), przecinki przed oraz czy i (np. na str. 28, 47). Niektére z nich wydaja sie byé
konsekwencja zbyt dostownego tlumaczenia z jezyka angielskiego (o czym juz wspominatam),
np. ,Jednoczesnie, A € I, poniewaz...”, A € 1¢, i, oczywiscie, A C ...”. Oprocz tego autorka
zdecydowanie naduzywa pauz w tekscie. Zastepuje nimi wymagane kropki, przecinki, Sredniki
itp. (np. na str. 35, 47, 51). Na str. 68 ewidentnie brakuje wcieé¢ akapitowych.
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Pewna watpliwo$¢ moze budzi¢ fakt, ze autorka w swoim dorobku posiada tylko jedna
(wspotautorska) prace opublikowang?, za$ pozostate 4 prace autorki® © 7® (zwlaszcza te 3
samodzielne) nie zostaly jeszcze przyjete do druku (tylko jedna z nich jest wystana do czasopi-
sma). Autorka precyzyjnie podaje w rozprawie, ze wyniki z podrozdziatu 2.4 oraz rozdzialow
4. 1 6. s3 wynikami samodzielnymi, a poziom rezultatéw zawartych w tych czesciach rozprawy
wskazuje na dobre rozumienie przez autorke rozwazanej w pracy tematyki.

Podsumowujac, do mocnych stron omawianego doktoratu naleza poprawne merytorycz-
nie wyniki, zapisane wraz z dowodami z nalezyta precyzja. Natomiast stabe strony to przede
wszystkim rozwlekly styl przygotowanej rozprawy oraz dorobek publikacyjny doktorantki (jed-
na publikacja napisana wraz z promotorem). Biorac pod uwage wszystkie powyzsze argumenty,
uwazam, ze przedlozona rozprawa doktorska spelnia wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie
Marty Kweli do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Eliza Jablonska
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