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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Pawla Barbarskiego
Rozne uogdlnienia i zastosowania twierdzenia Szarkowskiego
o wspolwystepowaniu orbit okresowych odwzorowan cigglych

Recenzowana rozprawa doktorska zostata przygotowana na Wydziale Matematyki,
Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdanskiego. Promotorem jest dr hab. Piotr Szuca,
prof. UG, a promotorem pomocniczym dr Nikodem Mrozek. Rozprawa zostata przed-
stawiona w formie spojnego tematycznie zbioru trzech publikacji (wszystkich opubli-
kowanych, dwoch samodzielnych i jednej wspotautorskiej):

[A] PAWEL BARBARSKI, The Sharkovskii theorem for spaces of measurable functions, J.
Math. Anal. Appl. 373 (2011), no. 2, 414—-421. (70 punktow na liscie MEiN)

[B] JaN ANDRES AND PawELr BaArRBARSKI, Randomized Sharkovsky-type results and ran-
dom subharmonic solutions of differential inclusions, Proc. Amer. Math. Soc. 144
(2016), no. 5, 1971-1983. (100 punktéw na liscie MEIN)

[C] PawEr Barsarski, Continuous functions in rings generated by a single Darboux
function, Real Anal. Exchange 46 (2021), no. 1, 83-98. (40 punktow na liscie
MEIN)

Zbior artykutow zostat poprzedzony:
1. dwoma jednostronicowymi abstraktami w jezyku polskim i angielskim

2. podsumowaniem (streszczeniem) rozprawy w jezyku angielskim (fgcznie 17 stron
tekstu)

* zawierajacym obszerne i usystematyzowane preliminaria wyja$niajgce wszyst-
kie pojecia i oznaczenia potrzebne do zrozumienia rozprawy,

* szczegOtowo i wyczerpujgco opisujacym najwazniejsze wyniki poszczegol-
nych artykutow,



3. listg pozostatych artykutow autora rozprawy (dwie prace wspotautorskie) wraz z
krotkim ich omoéwieniem.

‘Tematem przedstawionej rozprawy sa dwa odrebne, chociaz powiazane, obszary
zagadnien:

1. zrandomizowane wersje twierdzen typu Szarkowskiego dla operatorow losowych
oraz ich zastosowanie do inkluzji rozniczkowych (prace [A] i [B]),

2. analiza pewnych algebraicznych wlasno$ci znanych klas funkcji, mianowicie fun-
cji ciggtych, funkeji Darboux, tzw. S-funkeji, a mowiac $cislej, opis (charaktery-
zacja) pierScienia Aumanna generowanego przez pojedyncza funkcje odpowied-
niego typu (praca [C]).

Pierwszy kierunek badan stanowi interesujgce rozwiniecie teorii typu Szarkowskie-
go dla uogdlnionych operatoréw losowych. Operatory losowe pojawiaja si¢ w naturalny
sposdb w zagadnieniach losowych inkluzji rozniczkowych jako losowe operatory Poinca-
ré przesunigcia wzdhuz trajekrorii stowarzyszone z losowymi inkluzjami rézniczkowymi.
Zaproponowane przez autora rozprawy uogolnienia w stosunku do wezesniejszych de-
finicji Jana Andresa obejmowaty, miedzy innymi, zastgpienie multifunkcji mierzalnych
multifunkcjami stabo mierzalnymi w definicji operatora losowego oraz wprowadzenie
o-ideatow w definicji orbity losowej zamiast zwyklej relacji ,prawie wszedzie” (co odpo-
wiada ideatowi zbiorow miary zero). Pozwolilto to otrzymac istotnie nietrywialne gene-
ralizacje dotychczasowych twierdzen typu Szarkowskiego dotyczace porzadku wyste-
powania orbit losowych dla operatorow losowych. Co wigcej, stworzyto takze mozliwosc¢
zastosowania nowo otrzymanych wynikow do problematyki losowych inkluzji réznicz-
kowych, w szczegolnosci, do pokazania, ze w zbiorze losowych okresowych rozwigzan
subharmonicznych losowej inkluzji rézniczkowej istnienie rozwigzania n-okresowego
dla n > 1 implikuje istnienie rozwigzan k-okresowych dla wszystkich k € N.

7 kolei drugi kierunek badan koncentruje na badaniu pewnego pierécienia funkcji
rzeczywistych zwanego przez autora pierscieniem Aumanna lub A-pierScieniem. Jest
to rodzina funkcji rzeczywistych zawierajaca funkcje state oraz zamknieta ze wzgledu
na sume, iloczyn, maksimum, minimum oraz branie granic w zbieznosci jednostajnej.
Autor wprowadza pojecie A-pierscienia generowanego przez rodzing funkcji R za pomoca
formuty

AR(R) = m{() C R* | R © Q oraz Q jest A-pierscieniem},

gdzie X = R lub X = |. Nastgpnie autor podaje charakteryzacje pierscienia Aumanna
generowanego przez rozne rodziny jednoelementowe tzn. R = {f}, gdzie f jest funkcja
np. Darboux lub Darboux ograniczona. Dodatkowo dostarcza przy roznych zestawach
zatozen opisow przekrojow pier§cienia Aumanna z rodzing funkcji ciggtych. Pozwala to
w szczegolnoSci udzieli¢ odpowiedzi na jeden z probleméw postawionych w artykule



Heleny Pawlak i Ryszarda J. Pawlaka, First-return limiting notions and rings of Sharkovsky
functions, Real Anal. Exchange 34(2) (2009), 549-563.

Przedstawiona rozprawe magistra Pawta Barbarskiego oceniam bardzo wysoko.
Wszystkie z zalgczonych w zbiorze prac ([A,B,C]) zostaly napisane jasno i przejrzyscie,
z wyraznym uwypukleniem gtéwnych pomystow i idei. Praca [A] opiera si¢ zasadniczo
na metodach wypracowanych i uzywanych we wczesniejszym, przelomowym w rozpa-
trywanej tematyce, artykule Jana Andresa, Randomization of Sharkovskii-type theorems,
Proc. Amer. Math. Soc. 136(4) (2008), 1385-1395. Nalezy wszak mocno podkreslic, ze
autor rozprawy rozwinat znaczaco stosowany we wspomnianej pracy aparat pojeciowy
i uzyskat w efekcie istotne wzmocnienie wezesniejszych wynikow.

Jednak najciekawsze, w moim przekonaniu, rezultaty zawiera praca [B], co, jak
pozwolg sobie zauwazy¢, potwierdza w tym wypadku rowniez punktacja listy mini-
sterialnej. Praca [B] nie tylko istotnie rozszerza i uzupelnia wezesniejsze wyniki obu
autorow dotyczace zrandomizowanych wersji twierdzenia Szarkowskiego, ale takze
pokazuje faktyczna site i znaczenie tej teorii widoczng w jej zastosowaniach do mocno
nietrywialnych zagadnien inkluzji rozniczkowych. Warto moze przypomnie¢, ze wspot-
autor artykutu [B] Jan Andres jest wraz z Lechem Gorniewiczem autorem klasycznej juz
dzi$ monografii z analizy nieliniowej dotyczgacej uzycia metod odwzorowan wielowar-
tosciowych w inkluzjach rdzniczkowych zatytutowanej Topological Fixed Point Principles
for Boundary Value Problems (Springer, 2003).

Natomiast artykut [C], chociaz rowniez czeSciowo powiazany z twierdzeniem Szar-
kowskiego, doskonale wpisuje sie z kolei w tematyke od wielu dziesiecioleci z wielkim
powodzeniem uprawiang na Uniwersytecie Gdanskim, a zwigzang z pewnymi aspekta-
mi teorii funkeji rzeczywistych. Artykul ten wydaje si¢ by¢ swoim charakterem blizszy
pozostatym pracom autora ([D,E]) niezamieszczonym w rozprawie, niz pracom [A] i
[B], co oczywiscie w zadnym stopniu nie umniejsza jego wartosci, a wrecz przeciwnie
pokazuje szerokie spektrum zainteresowan naukowych autora rozprawy obejmujgce
nie tylko topologiczna dynamike kombinatoryczna, ale rowniez teori¢ funkcji rzeczy-
wistych.

W mojej opinii rozprawa doktorska magistra Pawta Barbarskiego wnosi istotny
wkiad do teorii dyskretnych uktadow dynamicznych i zdecydowanie spetnia wymo-
g1 merytoryczne i formalne obowigzujacej ustawy o stopniach naukowych. Rozprawe
oceniam jako wyrozniajgca. Uwazam, ze pan Pawel Barbarski w pelni zastuguje na
przyznanie mu stopnia naukowego doktora i w zwigzku z tym wnosze o dopuszczenie
go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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