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1. OMOWIENIE WYNIKOW JEDNOTEMATYCZNEGO CYKLU PUBLIKACJI [H1]-[H7]

1.1. Wstep. Tematyka prac sktadajacych sie na rozprawe ma swoje Zrodlo w dwu
nurtach badan. Pierwszy z nich dotyczy przestrzeni odwzorowan lokalnych i otopii,
drugi za$ zwiazany jest z poszukiwaniem nowych niezmiennikéw topologicznych
w klasie odwzorowan i homotopii gradientowych.

Idea badania przestrzeni odwzorowan czesciowych, lokalnych i wiasciwych po-
chodzi z prac [1,26,27,33,42]. Najstarsza i jednoczesnie najbardziej elementarna z
wymienionych prac jest praca A. M. Abd-Allaha i R. Browna [1] z roku 1980, w kto-
rej autorzy wprowadzili przestrzen odwzorowan czesciowych Par(X,Y), gdzie X,
Y sa przestrzeniami topologicznymi. Przestrzen ta sktada sie z odwzorowan cia-
glych f: U € X — Y okreslonych na otwartych podzbiorach I/ C X, a topologia
w niej jest dostosowana do zmieniajacej sie dziedziny wersja topologii zwarto-
otwartej. Poniewaz, jak tatwo sprawdzi¢, powyzsza przestrzen jest $ciagalna, o ile
Y jest Sciagalna, w analizie nieliniowej zastosowanie znalazta nie cata przestrzen
odwzorowan czesciowych, ale jej podzbiory zlozone z odwzorowan lokalnych i
wiasciwych. Podzbiory te sa takze przestrzeniami topologicznymi, ale z topologia-
mi bogatszymi niz topologia indukowana z przestrzeni odwzorowan czesciowych.
I to wlasnie tym nowym topologiom zawdzieczaja obie przestrzenie swoja uzytecz-
nosé.

Przestrzen odwzorowan wiasciwych, cho¢ jedynie w odniesieniu do pdl wekto-
rowych na rozmaitosci, pojawia sie w pracy J. C. Beckera i D. H. Gottlieba [27] z
roku 1999. Natomiast topologia w zbiorze odwzorowan lokalnych zostata zdefinio-
wana najpierw w naszej pracy [21], a nastepnie w pelnej ogdélnosci w pracy [H5].
Warto podkresli¢, ze w pracy [H5] wprowadzamy uogolniona definicje odwzoro-
wania lokalnego, ktéra obejmuje zaré6wno odwzorowania lokalne w starym sensie
jak i odwzorowania wtasciwe.

Jednak duzo wczesniej, nim udato sie zdefiniowac topologie w zbiorze odwzo-
rowan lokalnych, pojecie odwzorowania lokalnego oraz bardzo uzyteczne uogdl-
nienie pojecia homotopii nazywane otopia zostaly wprowadzone i wykorzystane w
pracach J. C. Beckera i D. H. Gottlieba ([26]) oraz D. H. Gottlieba i G. Samaranay-
ake ([42]). Gléwna korzys¢ z uzywania tych poje¢ polega na tym, ze otopia taczy
ze soba odwzorowania lokalne o niekoniecznie tej samej dziedzinie, bowiem dzie-
dzina odwzorowania moze sie zmienia¢ wzdtuz otopii. Co wiecej, stopienl topolo-
giczny jest niezmiennikiem otopii, a klasy otopii pojawiaja si¢ w naturalny sposob
w wielu twierdzeniach klasyfikacyjnych, co bedzie jednym z gléwnych tematéow
ponizszego omowienia.
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Druga wazna inspiracje prac skfadajacych sie na rozprawe stanowia badania do-
tyczace odwzorowan i homotopii gradientowych, a w szczegdlnosci artykut A. Pa-
rusinskiego [52] z roku 1990, ktérego powstanie wiaze sie z odkryciami doko-
nanymi we wczesniejszej dekadzie. Mianowicie, w polowie lat osiemdziesiatych
poprzedniego stulecia E. N. Dancer podat definicje nowego niezmiennika typu sto-
pieni dla S'-wspoétzmienniczych odwzorowan gradientowych ([32]). Poniewaz ten
nowy stopien daje wiecej informacji niz zwykly stopieni topologiczny, mozna przy
jego pomocy otrzymac nowe twierdzenia o bifurkacji, ktérych nie udatoby sie uzy-
ska¢ uzywajac zwyklego stopnia.

W nawiazaniu do odkrycia Dancera pod koniec lat osiemdziesiatych zeszlego
stulecia profesor K. Geba postawil nastepujacy problem: czy rowniez w sytuacji
bez dzialania grupy istnieje lepszy niezmiennik niz zwykly stopien topologiczny
dla homotopii w klasie odwzorowan gradientowych? Negatywng odpowiedz na to
pytanie dat we wspomnianym wyzej artykule A. Parusinski. Mianowicie udowodnit
on, ze jesli dwa gradientowe pola wektorowe na dysku n-wymiarowym nieznika-
jace na brzegu sa homotopijne (maja ten sam stopien), to sa réwniez gradientowo
homotopijne. Z jednej strony wynik ten stanowit pewne zaskoczenie, a z drugiej
byt waznym krokiem na drodze do zrozumienia, ktére zatozenia sa kluczowe dla
konstrukcji nowego niezmiennika w przypadku wspélzmienniczym gradientowym.

Okazuje sie, ze problem postawiony przez profesora K. Gebe pojawia sie w spo-
sob naturalny przy rozwazaniu odwzorowan lokalnych i ich klas otopii. Z tego
wilasnie powodu tak wazne miejsce w naszych badaniach zajmuje analiza i poréw-
nanie klas otopii gradientowych i zwyktych.

Warto zauwazy¢, ze niezaleznie od Beckera i Gottlieba pojecia odwzorowania
lokalnego i otopii wprowadzili E. N. Dancer, K. Geba i S. Rybicki w pracy [33] z
roku 2005. Co zrozumiate, w pracy tej autorzy uzywaja innej terminologii. Odwzo-
rowanie lokalne nosi tam nazwe pary zwartej (pare te tworza odwzorowanie i jego
dziedzina), a otopia nazywa sie¢ homotopig par zwartych. Poje¢ tych uzywaja auto-
rzy jako narzedzi shuzacych do dowodu twierdzen o klasyfikacji wspétzmienniczych
homotopii gradientowych.

Wszystkie prace wchodzace w skiad rozprawy dotycza przestrzeni odwzorowan
lokalnych oraz jej réznych podprzestrzeni (z topologia indukowana) sktadajacych
sie z odwzorowan gradientowych czy wspétzmienniczych. Koncentrujemy si¢ przy
tym na badaniu klas otopii odwzorowan lokalnych, czyli (jak wykazemy) sktado-
wych tukowej spéjnosci powyzszych przestrzeni. Przedstawiamy takze klasyfikacje
roznych zbioréw klas otopii (zwyktych, gradientowych, wspétzmienniczych), a tak-
ze naturalne zwiazki pomiedzy réznymi zbiorami klas.

W celu zachowania przejrzystosci podzielimy nasze omdwienie na trzy czesci.
W czesci pierwszej skupiamy sie na badaniu zbioru klas otopii gradientowych.
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Gléwne wyniki tej czesci dotycza kolejno zbioru gradientowych odwzorowan lo-
kalnych w R ([H2]), zbioru gradientowych odwzorowan wtasciwych w R” ([H3])
oraz zbioru gradientowych pdl lokalnych na rozmaitoéci ([H7]). Gtéwnym tema-
tem czesci drugiej jest wprowadzenie topologii w zbiorze odwzorowan lokalnych,
co pozwala zinterpretowac otopie jako drogi w przestrzeni odwzorowan lokalnych
(podobnie jak ma to miejsce w przypadku homotopii), a takze ustali¢ zwiazki po-
miedzy teorig otopii i homotopii. W tej czesci wyjasniamy takze zwiazki pomiedzy
przestrzenig odwzorowan wilasciwych a przestrzenia odwzorowan lokalnych (w
wezszym sensie) przy zalozeniu, ze dziedziny i przeciwdziedziny tych odwzoro-
warn sg podzbiorami przestrzeni euklidesowej. Z kolei w czesci trzeciej zajmujemy
sie wspolzmienniczymi odwzorowaniami lokalnymi i ich otopiami. Przedstawia-
my tu wersje teorii stopnia wspélzmienniczego sformutowana w jezyku klas otopii
([H1]), a takze wyniki dotyczace rozktadu zbioru klas otopii wspétzmienniczych
na produkt indeksowany skoriczonym zbiorem typéw orbitowych ([H6]).

Wspomnijmy na koniec, ze dodatkowa motywacje do zajmowania sie omawiana
tu tematyka stanowia réwniez prace [43,50,58,59]. Metody stosowane przez nas w
dowodach twierdzen klasyfikacyjnych nasuwaja skojarzenia z przestrzeniami kon-
figuracji badanymi przez G. Segala i D. McDuff. Przedmiotem ich zainteresowania
byt m.in. typ homotopijny tychze przestrzeni. Z kolei M. Gromov w swojej mono-
grafii Partial differential relations nakreslit program badawczy majacy na celu usta-
lenie relacji miedzy przestrzenia odwzorowari i jej podprzestrzeniami okre$lonymi
warunkami zadanymi za pomoca pochodnych czastkowych. On sam dat odpowiedz
w przypadku immersji. Nasza uwaga koncentruje si¢ za$ na gradientowosci, ktéra
mozna wyrazi¢ za pomoca warunku Schwarza.

1.2. Omowienie prac [H2], [H3] i [H7]. Wspomniane trzy artykuly sa ze soba
scisle zwigzane. Gléwnym wynikiem pracy [H2] jest nastepujaca wersja twierdze-
nia Parusinskiego: inkluzja zbioru gradientowych odwzorowan lokalnych w zbiér
wszystkich odwzorowan lokalnych indukuje bijekcje pomiedzy odpowiednimi zbio-
rami klas otopii. Innymi stowy, nie ma lepszego niezmiennika w teorii gradiento-
wych otopii niz zwykly stopien topologiczny.

Oczekiwalismy, Ze analogiczny rezultat powinien zachodzi¢ réwniez dla odwzo-
rowan wlasciwych. Giéwna zaleta odwzorowan wilasciwych jest to, ze odwzoro-
wania te tworza dobra przestrzen metryczna (w naszej sytuacji homeomorficzna
z przestrzenia punktowanych odwzorowan sfery n-wymiarowej w siebie), podczas
gdy w zbiorze odwzorowan lokalnych nie potrafilismy wtedy jeszcze okresli¢ topo-
logii, co stanowito istotng niedogodno$¢ z punktu widzenia teorii otopii.

Jednak, co bylo dla nas pewnym zaskoczeniem, okazalo sie, ze dowdd twier-
dzenia Parusinskiego w klasie odwzorowan wiasciwych znacznie sie komplikuje.
Mimo, ze gléwna linia rozumowania jest w obu przypadkach podobna, dowéd dla
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odwzorowan wiasciwych wymagat rozwiniecia nowych pomystéw, aby obejs¢ licz-
ne, cho¢ gtéwnie techniczne trudnosci. Gléwnym powodem tych trudnosci jest fakt,
ze zalozenia gradientowosci i whasciwosci odwzorowania w pewien sposob kioca
sie ze soba, co najlepiej widac¢ na przyktadzie procedury uwlasciwienia odwzoro-
wania i otopii, ktdra to procedura nienaturalnie komplikuje sie dla odwzorowan i
otopii gradientowych.

Ostatecznie pelny dowdd twierdzenia, ze inkluzja przestrzeni gradientowych od-
wzorowan wiasciwych w przestrzen wszystkich odwzorowan wiasciwych indukuje
bijekcje pomiedzy zbiorami sktadowych tukowej spdjnosci tych przestrzeni tj. po-
miedzy zbiorami odpowiednich klas otopii, zostat zawarty w pracy [H3].

W pracach [H2] i [H3] badaliémy odwzorowania lokalne i wtasciwe okreslone
na otwartych podzbiorach R" o wartosciach w R". Natomiast podstawowym celem
pracy [H7] bylo uogdlnienie gtéwnego wyniku pracy [H2] na przypadek dowolnej
rozmaitosci riemannowskiej bez brzegu. Wspomniane uogdélnienie nie jest sztuka
dla sztuki, bo okazuje sie, ze taka wtasnie sytuacja, czyli przypadek gradientowych
lokalnych pd6l wektorowych na rozmaitosci pojawia sie w sposéb naturalny przy
analizie wspdtzmienniczych gradientowych odwzorowan lokalnych. Mianowicie,
niech V bedzie ortogonalng reprezentacja zwartej grupy Liego G, a (1 otwartym
niezmienniczym podzbiorem V', na ktérym G dziata wolno. Wtedy istnieje natural-
na bijekcja pomiedzy zbiorem klas otopii wspolzmienniczych gradientowych od-
wzorowan lokalnych w ), a zbiorem klas otopii gradientowych lokalnych pél wek-
torowych na rozmaitosci ©2/G.

W celu precyzyjnego sformutowania powyzszych rezultatéw wprowadzmy na-
stepujace definicje. Ciaglte odwzorowanie f: Dy — R" nazywamy lokalnym, jezeli
Dy jest otwartym podzbiorem R" i f~'(0) jest zwarty. Odwzorowanie lokalne f na-
zywamy gradientowym, jesli istnieje funkcja »: D; — R klasy C' taka, ze [ = Vy,
a wlasciwym, jesli przeciwobrazy zbiorow zwartych sa zwarte.

Rozwazmy zbior wszystkich odwzorowan lokalnych F(n) i nastepujace jego pod-
zbiory:

Fv(n) :={f € F(n) | f jest gradientowe },
P(n) :={f € F(n) | f jest wasciwe },
Py(n) := Fg(n) NP(n).

Niech I = [0, 1]. Ciagle odwzorowanie h: A — R" nazywamy otopiq, jesli A jest

otwartym podzbiorem [ x R™ oraz h~!(0) jest zwarty. Majac dang otopie h mozemy

zdefiniowa¢ dla kazdego t € I zbiory A, = {z € R" | (t.z) € A} i odwzorowania
he: Ay — R", gdzie h(z) = h(t,z). Zauwazmy, Ze h; moze by¢ odwzorowaniem

pustym.
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Jesli h jest otopia, to méwimy, ze hqo i hy sa otopijne. Oczywiscie, ,,bycie otopij-
nym” jest relacja rdwnowaznosci w zbiorze F(n). Zbidr klas otopii odwzorowan
lokalnych oznaczamy przez F[n|. Zauwazmy, ze jesli / jest odwzorowaniem lokal-
nym oraz U jest otwartym podzbiorem D; takim, ze [~'(0) C U, to f i f|v sa
otopijne. W szczegdlnosci, jesli f~'(0) = (), to f jest otopijne z odwzorowaniem
pustym.

Oprocz zwyklych otopii bedziemy rozwazali otopie, ktére spetniaja pewne do-
datkowe warunki, mianowicie

e gradientowe tj. h(t,x) = V,x(t.z) dla pewnej niekoniecznie ciagtej funkeji
v takiej, ze y; jest klasy C' dla kazdego ¢ € I,
e wiasciwe tj. h jest wtasciwe,
e wlasciwe gradientowe.
Zbiory odpowiednich klas otopii w Fy(n), P(n), Py(n) bedziemy oznacza¢ przez
Fv(n], P[n], Py[n].

Wyjasnimy teraz, dlaczego P(n) w przeciwienstwie do F(n) ma naturalng struk-
ture przestrzeni metrycznej. Niech £" = R" U {x} oznacza jednopunktowa kom-
paktyfikacje R". Jest to przestrzen punktowana z punktem bazowym x. Piszemy
M.,E" na oznaczenie zbioru ciaglych odwzorowan punktowanych z ¥" do ¥". Z
kazdym odwzorowaniem f € M,X" mozna stowarzyszy¢ odwzorowanie wlasciwe
[T ¢1gmy. Na odwrdt, jesli f € P(n), to funkcja f*: X" — ¥" dana przez

i f(z) jeslizeU,
(&) = :
* w przeciwnym wypadku

jest ciagta. Wynika z tego, ze funkcja yi: P(n) — M.E" dana wzorem

p(f)=f*
jest bijekcja. Poniewaz M,%" jest wyposazona w metryke supremum, wiec P(n)
posiada réwniez metryke indukowana przez pullback.
Latwo sprawdzi¢, ze inkluzje odpowiednich zbioréw odwzorowan indukuja na-
stepujacy diagram przemienny odpowiadajacych im zbioréw klas otopii:

Py[n] =iy, P[n]

I

Foln] —— Fn]
Najkrotsze podsumowanie najwazniejszych wynikow prac [H2] i [H3] mozna
sformutowac nastepujaco.

Twierdzenie 1 ([H2],[H3]). Wszystkie funkcje w diagramie () sq bijekcjami.
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W [H2] pokazalismy, ze funkcje a i b sa surjekcjami, natomiast funkcje ¢ i ?
sa bijekcjami. Warto zaznaczy¢, ze nasz wynik zawiera w sobie jedng z wersji
twierdzenia Parusinskiego: funkcja d: Fy[n] — F[n| indukowana przez inkluzje
Fv(n) — F(n) jest bijekcja. Jednak nasz dowdd rdzni sie od oryginalnego dowodu
Parusinskiego. Wydaje sie, ze nasz dowdd jest prostszy, co jest wynikiem zasta-
pienia statej dziedziny i homotopii przez odwzorowania lokalne i otopie. Gléwna
trudnos¢ w dowodzie twierdzenia 1 polegala na udowodnieniu nastepujacej wersji
twierdzenia Hopfa dla gradientowych odwzorowan lokalnych (deg oznacza kla-
syczny stopien topologiczny).

Twierdzenie 2 ([H2]). Funkcja deg: Fy[n| — Z jest bijekcjq.

Co wiecej, okazuje sig, ze jedynie injektywnosc stanowi tu powazny problem.

W pracy [H3] udalo nam sie istotnie wzmocni¢ wyniki otrzymane w [H2] po-
kazujac, ze funkcje a i b réwniez sa bijekcjami. Ogdlny schemat rozumowan w
obydwu powyzszych pracach jest podobny. Tutaj réwniez zasadnicza trudnosc le-
zy w dowodzie twierdzenia typu Hopfa, ktére méwi, ze funkcja deg: Py(n| — Z
jest bijekcja. Jednak w przypadku odwzorowan wiasciwych napotkalismy szereg
trudnosci technicznych wymagajacych wprowadzenia nowych poje¢ i rozwiniecia
pewnych nowych idei. Zauwazmy, ze fakt, zZe a jest bijekcja mozna potraktowac
jako wersje twierdzenia Parusiniskiego w klasie odwzorowan wtasciwych gradien-
towych.

W artykule [H2] pojawia si¢ jeszcze jedna klasa odwzorowan, mianowicie od-
wzorowania wilasciwe gradientopodobne. Jednak podstawowym powodem wpro-
wadzenia tej klasy byt fakt, ze w [H2] nie udato nam sie jeszcze udowodnié, ze
funkcja a jest bijekcja, wiec sprébowalismy zdefiniowac klase odwzorowan jak naj-
bardziej zblizona do wlasciwych gradientowych, w ktérej twierdzenie Parusinskie-
go potrafimy udowodni¢. Oczywiscie, w $wietle wynikéw z [H3] klasa ta stracila
na znaczeniu.

Podamy teraz gtéwne wyniki pracy [H7]. Wspomniane wyzej definicje (gradien-
towego) odwzorowania lokalnego i (gradientowej) otopii mozna tatwo uogélni¢ na
przypadek rozmaitosci (riemannowskiej). Zat6zmy, ze M jest spojna riemannowska
rozmaitoscia bez brzegu. Niech F[M] (FV[M]) oznacza zbidr klas (gradientowych)
otopii (gradientowych) lokalnych pél wektorowych na M, a I oznacza indeks prze-
ciecia pola wektorowego. Latwo wida¢, ze indeks przeciecia (podobnie jak stopien
topologiczny) jest staly na klasach otopii.

Gléwny wynik pracy [H7] to nastepujace twierdzenie typu Hopfa.

Twierdzenie 3 ([H7]). Funkcja 1: FV[M] — Z jest bijekcjq.
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Zauwazmy, ze inkluzja przestrzeni gradientowych lokalnych pol wektorowych w
przestrzen wszystkich lokalnych pél wektorowych indukuje dobrze okreslong funk-
cje ®: FY[M] — F|M]. Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 3 jest nastepujace
uogolnienie twierdzenia Parusinskiego.

Whniosek 4 ([H7]). Funkcja ® jest bijekcjq.

Oprécz wspomnianych wynikow praca [H7] zawiera ich zastosowanie do bada-
nia wspoétzmienniczych gradientowych odwzorowan lokalnych, co byto najwazniej-
szym powodem powyzszego uogdlnienia.

Zalézmy, ze V jest rzeczywista skonczenie wymiarowg ortogonalng reprezen-
tacja zwartej grupy Liego (7, §) jest otwartym niezmienniczym podzbiorem V, (¢
dziata wolno na  oraz M := Q/G. Jak dobrze wiadomo, M jest rozmaitoscia
riemannowska.

Niech F;[Q (FE[Q)]) oznacza zbidr klas wspdtzmienniczych (gradientowych)
otopii wspétzmienniczych (gradientowych) odwzorowar lokalnych. Sciste defini-
cje tych poje¢ z pracy [H7] sformulowane z wykorzystaniem topologii w zbiorze
odwzorowan lokalnych wprowadzonej w [H4] tutaj pomijamy.

Jesli U jest otwartym niezmienniczym podzbiorem 2 i ¢: U — R jest funk-
cja niezmiennicza, to ¢ oznacza funkcje ilorazowa ¢: //(G — R. Niech funkcja
U: FE[Q) — FV[M] bedzie dana przez ¥([Vy]) = [V@]. Przedstawimy teraz dwa
wyniki z [H7] dotyczace przypadku wspétzmienniczego gradientowego.

Twierdzenie 5 ([H7]). Funkcja WV jest bijekcjq.
Bezposrednim wnioskiem z twierdzen 3 i 5 jest nastepujacy rezultat.

Whniosek 6 ([H7]). Istnieje naturalna bijekcja
FYO] = Z Zi

gdzie suma prosta jest indeksowana zbiorem sktadowych spéjnosci o rozmaitosci 2/ G.

Prace [H7] zamyka uwaga dotyczaca istotnej roznicy pomiedzy zbiorami wspot-
zmienniczych gradientowych i zwyklych wspétzmienniczych klas otopii. Mianowi-
cie, w nieopublikowanej pracy [13] dowodzimy istnienia bijekcji F;(Q] = > Z,
gdzie suma prosta indeksowana jest wszystkimi skladowymi spdjnosci rozmaitosci
M, ale tylko wtedy, gdy dim G = 0. Je$li dimG > 0, to zbidr F;(Q] jest jedno-
elementowy. W konsekwencji funkcja 5[] — F[Q] indukowana przez inkluzje
jest bijekcja, gdy dim (7 = 0, natomiast zbiory F5 (2] i T[] sa istotnie rézne, gdy
dim G > 0. Tym samym analogia z twierdzeniem Parusiniskiego wystepuje tylko,
gdy dim G = 0.
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1.3. Omoéwienie prac [H4] i [H5]. Gléwnym celem pracy [H4] jest wprowadze-
nie topologii w zbiorze odwzorowarn lokalnych oraz dowdd prawa wyktadniczego
dla odwzorowan lokalnych oraz wtasciwych. Ponadto w pracy tej pokazujemy, ze
inkluzja przestrzeni odwzorowan wiasciwych w przestrzenn odwzorowan lokalnych
jest staba homotopijna réwnowaznoscia, jezeli ograniczymy sie do odwzorowan
lokalnych z dziedzinami w R"™* i o wartosciach w R". Przypomnijmy, ze typ ho-
motopijny przestrzeni odwzorowan wilasciwych jest dobrze znany.

Z kolei gtéwny wynik pracy [H5] mdwi, Ze przestrzenie powyzsze nie sa jednak
homotopijnie rownowazne dla n > 1. Przypadek n = 1 pozostaje nadal otwartym
problemem.

Warto tu zaznaczy¢, ze pierwsza probe zdefiniowania topologii w zbiorze od-
wzorowan lokalnych podjelismy w artykule [21]. W pracy tej rowniez dowodzimy
prawa wyktadniczego, a nastepnie korzystajac z prawa wykladniczego przedsta-
wiamy interesujacy opis (z doktadnoscia do homeomorfizmu) przestrzeni odwzo-
rowan lokalnych jako zwyklej przestrzeni odwzorowan tj. przestrzeni odwzorowan
z jedng ustalona dziedzina.

Szybko po opublikowaniu [21] zdalismy sobie jednak sprawe, Ze prezentowany
tam sposob ujecia tematu, mimo zZe logiczne poprawny, posiada dwa istotne ogra-
niczenia. Po pierwsze, okazuje sig, ze klase odwzorowan lokalnych z [21] mozna
tak rozszerzy¢, aby obejmowata rowniez odwzorowania czesciowe i wlasciwe. Co
wiecej, rowniez topologie w przestrzeni odwzorowan lokalnych (w nowym, szer-
szym sensie) mozna tak zdefiniowa¢, aby otrzymac¢ znane wczesniej przestrzenie
odwzorowan czesciowych (patrz [1]) i wlasciwych (patrz [H2]) jako szczegdlne
(w pewnym sensie ekstremalne) przypadki przestrzeni odwzorowan lokalnych w
uogolnionym sensie. Dzigki temu uzyskujemy szersze spojrzenie na teorie otopii i
unikamy rozpatrywania oddzielnych przypadkéw. Po drugie, okazuje sie, ze proste
odwrdcenie (w stosunku do [21]) kolejnosci dowodzenia twierdzen, mianowicie
najpierw opis przestrzeni odwzorowan lokalnych jako zwyklej przestrzeni odwzo-
rowarn, a potem dowdd prawa wykltadniczego, mocno upraszcza dowody, poniewaz
pozwala skorzystac z prawa wyktadniczego w wersji klasycznej, tj. dla odwzorowan
o stalej dziedzinie. Z tych wiasnie powodéw zdecydowali$my sie zamiescié¢ to no-
we, jednoczesnie uogodlnione (jesli chodzi o definicje) i uproszczone (jesli chodzi o
dowody) podejicie w pracy [H4]. Ponadto praca [H4] zawiera rozdziat dotyczacy
otopii w przestrzeniach euklidesowych, ktéry nie ma odpowiednika w pracy [21].

PrzejdZmy teraz do podania niezbednych definicji i scistego sformutowania naj-
wazniejszych wynikéw prac [H4] i [H5]. Zapis A € B oznacza, ze A jest zwartym
podzbiorem B. Dla przestrzeni topologicznej X oznaczamy przez 7(X) topologie
w X. Przypomnijmy, ze jesli A, B sa przestrzeniami topologicznymi, to Map(A, B)
oznacza zbior wszystkich odwzorowan ciaglych z A do B wyposazony w zwykla
topologie zwarto-otwarta. Ponadto, dla punktowanych przestrzeni topologicznych
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A1 B niech Map, (A, B) bedzie podprzestrzenia przestrzeni Map(A, 13) sktadajaca
sie z odwzorowan zachowujacych punkt bazowy.

Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X oraz + ¢ X niech X oznacza zbiér X U
{+}. Bedziemy rozwazac¢ rézne topologie na X. Niech R bedzie rodzina podzbioréw
przestrzeni X . Bedziemy oznaczac przez X, zbior Xz topologia generowana przez
podbaze B B

S =7(X)U{X}U{X\R|ReR}.
Jesli R = 0, to bedziemy skracaé zapis X, do X*, ajedli K := {K | K € X}, to
bedziemy skraca¢ zapis X,- do X*. Zauwazmy, ze jesli X jest Hausdorffa, to X* jest
zwykla jednopunktowa kompaktyfikacja.

Dla dowolnych przestrzeni topologicznych X i ¥ niech Par(X,Y) bedzie zbio-
rem wszystkich odwzorowan ciaglych f: D; — Y takich, ze D; jest otwartym
podzbiorem przestrzeni X. Elementy zbioru Par( X, Y) nazywamy odwzorowania-
mi czesciowymi. W zbiorze Par(X,Y’) wprowadzamy topologie zwarto-otwarta, tj.
generowana przez podbaze zlozona ze zbiorow

HC,U)={fePar(X,Y)|CcC Dy, f(C)CU}
dlaC € X iU € 7(Y). Zauwazmy, ze przestrzen Par(X,Y) nie jest T;, poniewaz
jedynym otoczeniem odwzorowania pustego jest cata przestrzen Par(X,Y).
Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi i R bedzie rodzina podzbioréw
przestrzeni Y. Definiujemy
Loc(X,Y,R) := { f € Par(X,Y) | f'(R) € D; dla kazdego R € R}.
W zbiorze Loc(X, Y, R) wprowadzamy topologie generowana przez podbaze skta-
dajaca sie ze wszystkich zbioréw postaci
e HC,U):={f€Loc(X,Y,R)|CC Dy, f(C)cU}dlaC e XiU € 7(Y),
e M(V,R):={f€Lloc(X,YR)| fY(R)cV}dlaVer(X)iReR.
Elementy przestrzeni Loc( X, Y. R) nazywamy odwzorowaniami lokalnymi. Natural-
nym punktem bazowym przestrzeni Loc( X, Y. R) jest odwzorowanie puste.
Mozemy juz sformulowac¢ podstawowe wyniki pracy [H4]. Zacznijmy od opisu
przestrzeni odwzorowan lokalnych jako zwyklej przestrzeni odwzorowan.

Stwierdzenie 1 ([H4]). Jesli X jest lokalnie zwarta Hausdorffa, to funkcja
k: Loc(X,Y,R) = Map,(X*, V)
dana przez k(f) := [T, gdzie
iy f(z) jesliz € Dy,
S () = :
* w przeciwnym wypadku,

jest homeomorfizmem.
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Zauwazmy, ze Loc(X,Y.R) = Par(X,Y), jesli R = 0 lub R = {0}. Z kolei jesli
R # QiR # {0}, to inkluzja Loc(X,Y,R) — Par(X,Y) jest ciagla, ale topologia w
Loc( X, Y. R) jest bogatsza niz topologia indukowana.

W dalszym ciagu bedziemy szczegdlnie zainteresowani przypadkiem, gdy R =
{{y}} dla pewnego y € Y. W tym przypadku bedziemy pisa¢ Loc(X,Y,y) opusz-
czajac podwojne nawiasy klamrowe.

Przypomnijmy, ze odwzorowanie pomiedzy przestrzeniami topologicznymi na-
zywamy wtasciwym, jezeli przeciwobrazy zbioréw zwartych sa zwarte. Niech X iV
beda przestrzeniami topologicznymi. Definiujemy

Prop(X,Y) := Loc(X, Y, X),
gdzie X := {K | K € Y'}. Latwo widac¢, ze (jako zbior)

Prop(X.Y)={/ € Par(X,Y) | [ jest whasciwe }.
Kolejny wynik jest wnioskiem ze stwierdzenia 1.
Stwierdzenie 2 ([H4]). Zatézmy, ze X jest lokalnie zwarta Hausdorffa. Wtedy funk-
cja
t: Prop(X,Y) — Map,(X*,Y™),

dana tym samym wzorem co w poprzednim stwierdzeniu, jest homeomorfizmem.

Podamy teraz sformulowanie prawa wykladniczego dla odwzorowan lokalnych.

Twierdzenie 3 ([H4]). Jezeli Z i X sq lokalnie zwarte Hausdorffa, to funkcja wy-
ktadnicza
f: Loc(Z x X.Y,R) — Map, (Z*,Loc(X,Y,R))
dana przez 0(h) = h*, gdzie h*(t)(x) = h(t, z), jest homeomorfizmem.
W zastosowaniach szczegdlnie przydatny jest nastepujacy wniosek z twierdze-
nia 3.

Whniosek 4 ([H4]). Jezeli Z jest zwarta Hausdorffa i X jest lokalnie zwarta Haus-
dorffa, to funkcja wyktadnicza

f: Loc(Z x X,Y,R) — Map (Z, Loc( X, Y, R))
jest homeomorfizmem.

Omowimy teraz krétko wyniki z prac [H4] i [H5] dotyczace odwzorowan lokal-
nych w przestrzeniach euklidesowych. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

F(n, k) := Loc(R"** R, 0),
P(n, k) := Prop(R*** R™).



12

Bedziemy skracac zapis F(n,0) (P(n,0)) do F(n) (P(n)). Ponadto bedziemy ozna-
czac przez F,(n. k) (P.(n,k)) te sktadowa przestrzeni F(n. k) (P(n, k)), ktora za-
wiera odwzorowanie « (piszemy 0 dla oznaczenia odwzorowania pustego).

Niech Sy := (R");, gdzie R = {{0}}. Na mocy prawa wykladniczego istnieja
naturalne homeomorfizmy

P(n, k) = Q"*(S™) oraz F(n, k) = Q"H(Sp).

W szczegdlnosci P(n) = 97(S™) oraz F(n) =~ Q"(S7).

Zwiazek pomiedzy przestrzeniami odwzorowan wiasciwych i lokalnych (w wez-
szym sensie) wyjasniaja dwa twierdzenia. Pierwsze zostalo udowodnione w [H4],
drugie jest gtéwnym wynikiem pracy [H5].

Twierdzenie 5 ([H4]). Inkluzja P(n.k) — F(n, k) jest stabg homotopijng réwno-
waznoscig.

Twierdzenie 6 ([H5]). Jesli n > 1 oraz k > 0, to przestrzenie Py(n, k) i Fo(n, k) nie
sq homotopijnie réwnowazne.

Topologia w przestrzeni odwzorowan lokalnych oraz prawo wyktadnicze dla od-
wzorowan lokalnych pozwalaja na eleganckie i przejrzyste sformulowanie podstaw
teorii otopii w przypadku euklidesowym, co jest czescia pracy [H4].

Niech / = [0, 1]. Dowolny element przestrzeni Loc(/ x R"t* R" ) nazywamy
otopig, a dowolny element przestrzeni Prop(/ x R"** R") nazywamy otopiq wla-
sciwg. Na mocy prawa wykladniczego istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowied-
nio$¢ pomiedzy otopiami (wlasciwymi) a drogami w przestrzeni F(n, k) (P(n, k)).

Majac dang otopie (wtasciwa) h: A — R™ mozemy zdefiniowaé¢ dla kazdego
t € I zbiory A, = {x € R"** | (t,2) € A} i odwzorowania h,: A, — R", gdzie
hy(x) = h(t,x). Jesli h jest otopia (wlasciwa), to méwimy, ze hy i hy sa (wlasciwie)
otopijne. Oczywiscie, otopie (wlasciwe) zadaja relacje réwnowaznosci w F(n, k)
(P(n.k)). Zbiory klas otopii (wlasciwej) oznaczamy przez F(n, k| (P[n. k]).

Kluczem do dowodu Twierdzenia 5 jest nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 7 ([H4]). Funkcja Pn, k] — F(n, k] indukowana przez inkluzje jest
bijekcijq.
Na koniec zauwazmy, ze na mocy prawa wykladniczego otrzymujemy nastepu-
jace kanoniczne izomorfizmy:
Pln, k + m| = mm (Po(n, k) = Tmax(S™),
Fln,k+m| = 7m (Fo(n, k) = Tin(Sy)
dla m > 0.
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1.4. Omoéwienie prac [H1] i [H6]. W pracach [H1] i [H6] badamy zbiory klasy
otopii wspotzmienniczej (zwyktej i gradientowej) odwzorowan lokalnych w przy-
padku rzeczywistej skoniczenie wymiarowej ortogonalnej reprezentacji zwartej gru-
py Liego G. Artykut [H1] jest najstarsza pracg cyklu publikacji sktadajacych sie na
rozprawe i pochodzi z roku 2010. Rozwazamy w niej zbiér odwzorowan lokalnych,
gdyz topologia w tym zbiorze zostata wprowadzona, jak juz wiemy, dopiero w pra-
cy [H4] z roku 2014. Gléwnym celem pracy [H1] jest przedstawienie rozszerzenia
teorii stopnia topologicznego na wspolzmiennicze odwzorowania lokalne zaréwno
w przypadku gradientowym, jak i niegradientowym, oraz wyjasnienie zaleznosci
pomiedzy tymi dwoma uogdlnieniami.

Z kolei w pracy [H6] wprowadzamy przestrzenn wspotzmienniczych odwzoro-
wan lokalnych i badamy podstawowe jej wlasnosci. W szczeg6lnosci prezentujemy
pelny dowdd twierdzenia o rozktadzie zbioru klas (G-otopii wspdétzmienniczych od-
wzorowan lokalnych wedtug typéw orbitowych domknietych podgrup grupy G.

Podamy teraz Sciste sformutowania podstawowych wynikéw prac [H1] i [H6].
Niech ¢ bedzie zwarta grupa Liego, a H jej domknieta podgrupa. Przez (H) ozna-
czamy klase sprzezonosci podgrupy H, a przez W H jej grupe Weyla, tj. grupe ilo-
razowa N H/H, gdzie N H jest normalizatorem [/ w (i. Bedziemy uzywac nastepu-
jacych oznaczen:

®(G) = {(H) | H jest domknieta podgrupa grupy G },
04(G) = {(H) € ®(G) | &im W H = k },
Oy 5(G) = {(H) € ®,(G) | WH jest biorientowalna }.

D, ,(G) = { () € ©,(G) | WH nie jest biorientowalna }.

Wolna grupa abelowa U/ ((7) generowana przez ®((7) dopuszcza naturalng strukture
pierscienia opisana przez T. tom Diecka w [61] i nosi nazwe pierscienia Eulera. Jej
podgrupa A((:) generowana przez $,((+) z mnozeniem zdefiniowanym w podobny
sposob nosi nazwe pierscienia Burnside’a. Naturalne rzutowanie

t: U(G) = A(G)

jest homomorfizmem grup, ktéry na ogét nie zachowuje struktury pierécienia.
Dodatkowo zdefiniujmy

AG) = Pz o Pz dak=0.1... .dimG.

(H)eD 5(G) (H)eD) .. (G)

Niech V" bedzie rzeczywista skornczenie wymiarowa ortogonalna reprezentacja zwar-
tej grupy Liego G, a R* oznacza trywialna reprezentacje grupy . Odwzorowaniem
lokalnym w V & R* nazywamy pare ([, U/) sktadajaca sie z otwartego niezmienni-
czego zbioru U ¢ V & R* i wspdlzmienniczego ciagtego odwzorowania f: U — V
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takiego, ze [~!(0) jest zwarty. Oznaczmy przez F(V ¢ R*) zbi6r wszystkich odwzo-
rowan lokalnych w V @ R*. Zaktadamy, ze (i dziata trywialnie na I = [0, 1]. Otopiq
w V & R* nazywamy pare (h, 2) skladajaca sie z otwartego niezmienniczego zbioru
) C (V& R*F) x I iwspdlzmienniczego ciagtego odwzorowania h: 2 — V takiego,
ze h=*(0) jest zwarty. Oznaczmy przez O(V & R*) zbiér wszystkich otopii w V & R*.
W szczegd6lnym przypadku k& = 0 méwimy, ze (f, U) € F(V) jest gradientowe, jesli
istnieje niezmiennicza funkcja »: [/ — R klasy C'! taka, ze f = V. Podobnie, mé-
wimy, ze (h, Q) € O(V) jest gradientowq otopiq, jesli istnieje niezmiennicza funkcja
¥ Q — R Kklasy C! taka, ze h(x,t) = Viy(x), gdzie ¢y(x) = ¢(z,t). Oznaczmy
przez FV (V) podzbiér F(V') sktadajacy sie ze wszystkich gradientowych odwzoro-
warn lokalnych, a przez OV (V') podzbiér O(V') sktadajacy sie ze wszystkich gradien-
towych otopii. Dla (h,Q) € O(V & R*) oraz t € [0, 1] kladziemy (h, Q2); := (h, ),
gdzie ) = {x € V & R*; (x,t) € Q} oraz hy(x) = h(z,t). Mowimy, ze (h, Q) jest
Otopiq Z (ho. QO) do (h1 Ql)
Sformutujemy teraz dwa najwazniejsze wyniki pracy [H1].

Twierdzenie 1 ([H1]). Istniejg dwie funkcje:
(a) deg prayporzqdkowujqgca kazdemu (f,U) € F(V) element deg.(f.U) € A(G);
(u) degg przyporzadkowujqca kazdemu (f,U) € TV (V) element degy(f,U) € U(G).
Funkcje te majq nastepujgce wlasnosci.

(1) «(degg(/,U)) = degg(/,U) dla (f,U) € FY(V).

(2) (a) degg(ho, ) = degg(hy, 1) dla (h,$2) € O(V),

(u) degg:(ho, Q) = degg(hy, Q) dla (h, ) € OV(V).
(3) Zatozmy, ze U, N U = (). Wtedy
(a) jesli (f1,Uy), (f2,Us) € F(V), to
degg(f1 U fo, Uy UUz) = degg(f1,Uh) + degg(f2, Ua).
(w) jesti (fi,U1).(f2,Uz) € FV(V), to
degy (/1 U f2. Uy U Uz) = degg(f1, Uh) + degg (2, Ua),
gdzte (fl L fg)(’l") = .fl (’L‘) dlaxrelUi (fl U fg)(ﬂ?) = fQ(T) dla x € Us.
(4) Niech f: U — V bedzie klasy C*. Zatézmy, ze f'(0) = Ga dla pewnego
a € /i Df(a)(v) = vdlawszystkich v € (T,(Ga))*. Wtedy

(a)
[ (G, jesli (Ga) € Bo(G),
deg@“’”{o. jedli () & ®(G).

(u)
deg (f.U) = (G.).
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Twierdzenie 2 ([H1]). Istnieje funkcja degt, przyporzadkowujqca kazdemu (f,U) €
F(V @ R*) element degl.(f.U) € Ax(G) o nastepujacych wtasnosciach.
(1) degh.(ho, Q) = degl.(hy, ) dla (h,Q) € O(V & R).
() Jesli (f1,U1). (fo, Un) e F(VARM) iU, NU, =0, to
degf;(f1 U fo, U1 UU,) = degg(f1,Uy) + degg(fa, Ua),
gdzie (fiU fo)(z) = fi(z)dlaxz € Uy i (fiU fo)(x) = fo(z) dla x € Us.
(3) Niech f: U — V bedzie klasy C*. Zatézmy, ze [~'(0) = Ga dla pewnego
a € UiDf(a)(v) = v dla kazdego v € (T,(Ga))*. Wtedy

k [ (Ga), jesli (Ga) € ®x(G),
degcl/,l) = { 0, Jesli (Go) & Du(C)

PrzejdZzmy do przedstawienia najwazniejszych wynikow pracy [H6]. Zacznijmy
od wprowadzenia oznaczen. Zatézmy, ze V jest rzeczywistg skonczenie wymiarowa
ortogonalna reprezentacja zwartej grupy Liego G oraz H jest domknigta podgrupa
grupy G. Przypomnijmy, ze G, = {g € G | gz = z}. Niech Q bedzie otwartym
niezmienniczym podzbiorem V. Definiujemy nastepujace podzbiory €:

Of = fwe | HeG:},
Oy ={ze Q| H=3G,},
Quy = {z € X | (H) = (G2)}.
Niech
®(G) = {(H) | H jest domknieta podgrupa grupy G},
Iso(©) = {(H) € ®(G) | Q) # 0}.

Zbidr Iso(€2) jest cze$ciowo uporzadkowany. Mianowicie, (H) < (A), jesli I jest
sprzezone z pewna podgrupa grupy K. W ponizszych rozwazaniach bedziemy ko-
rzystac z nastepujacych dobrze znanych faktow:

e Is0(02) jest skoniczony,

e W II jest zwarta grupa Liego,

o VH jest podprzestrzenia liniowg 1’ i ortogonalna reprezentacjg grupy WH,

e dzialanie W H na Qy jest wolne,

e )y jest otwarty i gesty w Q7

e )y jest G-niezmiennicza podrozmaitoscia €2,

. Q(H) =GOy iy jESt domkm@ty w Q(H),

e jesli (H) jest maksymalny w Iso((2), to Q) jest domkniety w €.

Przypomnijmy, ze jesli X, Y sa przestrzeniami topologicznymi i R jest rodzing

podzbioréw przestrzeni Y, to Loc(X,Y,R) (Prop(X.Y)) oznacza przestrzen od-
wzorowan lokalnych (wtasciwych) wprowadzona w pracy [H4]. Odwotanie sig
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do artykutu [H4] pozwolilo na eleganckie i sciste ujecie podstaw teorii otopii w
przypadku wspétzmienniczym. Mianowicie, zatézmy, ze X, Y sa G-przestrzeniami.
Niech Locg (X, Y, R) (Prop. (X, Y)) bedzie podprzestrzenia przestrzeni Loc(.X. Y, R)
(Prop(X,Y)) sktadajaca sie z odwzorowan wspoétzmienniczych o niezmienniczych
dziedzinach i wyposazong w topologie indukowana.

Niech 2 bedzie otwartym niezmienniczym podzbiorem R* @ V. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia:

Fe(Q?) := Locg(R2, V,0),
Pe(Q) := Propg(Q, V).

Niech 7 = [0,1]. Zalézmy, ze dzialanie G na [ jest trywialne. Kazdy element
Locg(I x ©,V.0) nazywamy otopig, a kazdy element Prop.(/ x €, V) nazywamy
otopiq wlasciwg.

Majac dang otopie (wlasciwa) h: A € T x Q@ — V mozemy zdefiniowa¢ dla
kazdego t € I zbiory A, = {z € Q | (t.z) € A} oraz odwzorowania h;: A; —
V, gdzie h(x) = h(t,x). Jesli h jest otopia (whasciwa), to méwimy, ze hqy i h, sa
(wlasciwie) otopijne. Oczywiscie otopie (wlasciwe) zadaja relacje réwnowaznosci
w F () (Ps(€2)). Zbidr klas otopii (wlasciwej) oznaczamy przez F;(2] (Ps[Q)).

W poczatkowej czesci pracy [H6] formutujemy nastepujace rezultaty dotyczace
zbioréw klas wspdtzmienniczej otopii.

Twierdzenie 3 ([H6]). Funkcja P[] — F¢[Q] indukowana przez inkluzje jest bi-
jekcja.

Twierdzenie 4 ([H6]). Inkluzja P () < F () jest stabq homotopijng rownowaz-
nosciq.

Twierdzenie 5 ([H6]). Jezeli dim (7 > 0, €2 jest otwartym niezmienniczym podzbio-
rem V' oraz (i dziata wolno na €, to zbior F;[] jest jednoelementowy.

Kolejnym podstawowym celem pracy [H6] bylo wykazanie, ze przy zalozeniu,
ze (H) jest maksymalny w [so({2), istnieje naturalna bijekcja pomiedzy zbiorami
F;|Q] oraz Fy py [Qp] x F [\ Q)| . Naiwne podejécie sugeruje, aby zdefiniowac
te bijekcje biorac po prostu klasy otopii odpowiednich obcie¢, tzn. za pomoca wzo-

r
1= (1 goaal s [T 0500 ) -

Niestety f[ p,\q,,, moze nie mie¢ zwartego zbioru zer. Z tego powodu zaburzamy
najpierw [ w jego klasie otopii tak, aby obciecie zaburzenia do zbioru D; \ Q.
byto wspétzmienniczym odwzorowaniem lokalnym. Nasze zaburzenie nie zmienia
f na Q) i odsuwa zera o maksymalnym typie orbitowym od pozostatych zer od-
wzorowania . Scis{q definicje powyzszej procedury podang w pracy [H6] tutaj
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pomijamy, poniewaz jest wieloetapowa i wymaga wprowadzenia duzej ilosci do-
datkowych oznaczen. Sformutujmy jednak sam wynik.

Twierdzenie 6 ([H6]). Jesli (H) jest maksymalny w Iso((Q), to istnieje naturalna
bijekcja e: ?G[QJ —F ?u'H {QH] X 3'(; [Q \ Q(H}]-

Prace [H6] zamyka seria rezultatéw bedacych konsekwencjami twierdzenia 6,
a dotyczacych rozkltadow zbiorow klas wspétzmienniczej otopii i homotopii. Zatdz-
my, ze | jest rzeczywistg skonczenie wymiarowgq ortogonalna reprezentacja zwar-
tej grupy Liego (7 i {2 jest otwartym niezmienniczym podzbiorem R* & V. Niech
Isog(Q) := {(H) € Iso(2) | dim WII < k}. Jak wiadomo, zbidr Iso((2) jest skonczo-
ny, wiec réwniez zbior Iso, () jest skoriczony. Niech S**V i SV oznaczaja sfery re-
prezentacji, tj. jednopunktowe kompaktyfikacje odpowiednio reprezentacji R* & V
i V. Zbior klas G-homotopii punktowanych wspdtzmienniczych odwzorowan po-
miedzy S**V i SV bedziemy oznacza¢ [S*+V; SV]%. Przypomnijmy, ze jesli X, Y sa
(G-przestrzeniami i A (B) jest GG-podprzestrzenia X (Y), to zbidr klas relatywnych
G-homotopii G-odwzorowan z (X. A) do (Y, B) oznaczamy przez [X. A; Y, Bls.

Twierdzenie 7 ([H6]). Istniejq naturalne bijekcje

(1 Fe(Q) = HffWH Q] ,
(H)
(2) TC,[Q} ~ H j)n'H [QH} y
(H)
h+V. oV]* o L S S k e
(3) [b+ "b ]ng[b-i_ 'b+ \(R XI‘IH),LS ) ¥ VVHE

gdzie produkty sq indeksowane elementami zbioru Iso,(2).

Zaznaczmy, ze gldwny ciezar dowodu twierdzenia 7 spoczywa na twierdzeniu 6.
Zauwazmy, ze przypadek dzialania trywialnego pokrywaja prace [H2] i [H4].
Mianowicie, jezeli (7 dziata trywialnie na V' i (2 jest otwartym podzbiorem V/, to

Fol0) = Fal = Y _Z,

gdzie suma prosta przebiega wszystkie sktadowe spdjnosci « zbioru 2. Podobnie,
jedli G dziata trywialnie na R***, to
Fe[R"*] = F(o) [R™*] & mgi(S™).
Doktadniejszy opis zbioru F;[(2] oparty na wzorze (1) i szczegétowej analizie
czynnikéw Fyy [Q2y] znajduje sie w nieopublikowanej jeszcze pracy [13], ktéra
kontynuuje i rozwija podejscie prezentowane w [H6].
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2. OMOWIENIE POZOSTAEYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

2.1. Prace dotyczace teorii indeksu Conleya. Tematyce zwiazanej z teoria indek-
su Conleya poswiecone sg dwie prace poprzedzajace doktorat ([14,15]), rozprawa
doktorska ([6]) oraz pie¢ prac opublikowanych po doktoracie ([7-10,12]).

Jedna z gléwnych idei teorii indeksu Conleya polega na zastosowaniu narze-
dzi z topologii algebraicznej do badania uktadéw dynamicznych (dyskretnych i
ciaglych), a szczegdlnie do badania struktury zbioréw niezmienniczych ([29, 30,
49,57]). To podejscie, motywowane teorig Morse’a, koncentruje sie na rozkladzie
izolowanego zbioru niezmienniczego na podzbiory niezmiennicze (zbiory Mor-
se’a) i orbity tgczace pomiedzy nimi. Struktura ta nosi nazwe rozktadu Morse’a
izolowanego zbioru niezmienniczego. Filtracja par indeksowych stowarzyszona z
rozktadem Morse’a pozwala znaleZ¢ potaczenia pomiedzy réznymi zbiorami Mor-
se’a. Podstawowymi narzedziami stluzacymi do tego celu sa macierze potaczen
([9,10,38,54]), grafy potaczen ([8,37]) i ciagi spektralne ([7,10,31]).

Prace [14,15] dotycza teorii macierzy polaczenn w przypadku dyskretnych ukta-
déw dynamicznych. Gléwnym celem pracy [14] jest dowdd twierdzenia o istnieniu
filtracji indeksowej. Istnienie takich filtracji w przypadku ciagtych uktadéw dyna-
micznych (potokéw) zostato udowodnione w [30] i [57]. W [14] przeprowadzamy
dowdd w przypadku dyskretnym, gdy uktad dynamiczny zadany jest przez home-
omorfizm lokalnie zwartej przestrzeni metrycznej. Z kolei w pracy [15] przenosimy
na przypadek dyskretny konstrukcje macierzy potaczen modyfikujac odpowiednio
konstrukcje dla potokéw pochodzaca z [38]. Podstawowa rdéznica pomiedzy ty-
mi przypadkami lezy w definicji homologicznego indeksu Conleya. W przypadku
ciaglym homologiczny indeks Conleya definiujemy jako zwykte homologie pary in-
deksowej, natomiast w przypadku dyskretnym musimy dodatkowo przeprowadzi¢
redukcje Leray’a. Prace [14, 15] maja w duZej mierze charakter techniczny i w
pewnym sensie stanowig przygotowanie do rozprawy doktorskiej [6].

Praca [8] zawiera w uogdlnionej wersji gtéwny wynik rozprawy doktorskiej,
tj. twierdzenie o istnieniu graféw polaczen. W rozprawie dowodzimy to twierdze-
nie w przypadku potokéw, natomiast w [8] przeprowadzamy dowdd réwnolegle w
przypadku ciaglym (potok) i dyskretnym (homeomorfizm). Chociaz podstawowa
linia dowodu nie ulegta zmianie, pewne fragmenty dowodu (gléwnie w czesci al-
gebraicznej) zostaly ujete w nowej, bardziej klarownej formie. Ponadto praca [8]
zostata poszerzona o seri¢ przyktadéw ilustrujacych otrzymane wyniki.

W pracy [7] definiujemy ciagi spektralne dla rozktadu Morse’a zwartej przestrze-
ni metrycznej i przedstawiamy dowdd istnienia i jednoznacznosci takich ciagéw w
przypadku ciagtych uktadéw dynamicznych.
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Praca [9], podobnie jak [14,15], dotyczy teorii macierzy polaczen. Przypomnij-
my, Zze macierze polaczen stanowia algebraiczna reprezentacje uktadu dynamiczne-
go i wyrazaja zwiazki pomiedzy pewnymi grupami homologii. Poniewaz klasyczna
definicja macierzy potaczen jest mocno skomplikowana, w pracy [9] wprowadza-
my tzw. proste macierze polaczen, ktdre stanowia, jak sie wydaje, najprostsza moz-
liwg wersje tego narzedzia i dowodzimy istnienia takich macierzy dla rozkladéw
Morse’a zwartej przestrzeni metrycznej. W ten sposob zachowujac podstawowy
pomyst unikamy jednoczesnie mnostwa szczegotow technicznych, ktore zacieraja
calosciowy obraz.

Artykuly [10, 12] to chyba najbardziej dojrzale prace z serii poSwieconej teorii
indeksu Conleya. W pierwszym z nich badamy zwiazki pomiedzy ciagami spektral-
nymi i macierzami pofaczen. Przypomnijmy, ze zarowno ciagi spektralne, jaki i ma-
cierze potaczen stanowig w pewnym sensie uogdlnienie ciagéw doktadnych homo-
logii. Idea macierzy potaczen pochodzi od C. Conleya, a teoria macierzy potaczen
byta rozwijana przez jego uczniéw. W pracy [10] wprowadzamy tzw. szczegolowe
macierze polaczen dla przestrzeni wektorowych z filtracja i rézniczka. Przestrzenia
wektorowaq z filtracja i rézniczka nazywamy skonczona rosnaca filtracje przestrze-
ni wektorowej wraz z endomorfizmem d takim, ze d> = 0 i d zachowuje filtracje.
Szczegotowa macierz polaczen jest podprzestrzenia z bigradacja przestrzeni z fil-
tracja i rézniczka, ktéra dostarcza informacji o pewnych grupach homologii stowa-
rzyszonych z ta przestrzenia. Jak dobrze wiadomo, podobna informacja zawarta
jest w ciggach spektralnych. Gtéwny wynik pracy [10] mowi, ze dla danej prze-
strzeni wektorowej z filtracjg i rézniczka istnieje szczegdtowa macierz potaczen,
ktéra pozwala w pehi odtworzy¢ ciag spektralny tej przestrzeni. Praca zawiera
takze zastosowanie otrzymanych wynikoéw do badania uktadéw dynamicznych.

Zasadniczym celem artykutu [12] jest wyjasnienie zwiazkéw pomiedzy macie-
rzami potaczen (uogdlnionymi tutaj do rozszczepien spektralnych), grafami pota-
czen (zwanymi tu grafami spektralnymi) i ciagami spektralnymi. Chociaz poréw-
nanie jest zrobione gldwnie na poziomie algebraicznym, to wydaje sie, ze dotyka
ono istotnych aspektow teorii indeksu Conleya. Praca ma tez w pewnej mierze
charakter przegladowy i podsumowuje wyniki zawarte w [7-10].

2.2. Prace tematycznie zblizone do cyklu [H1]-[H7]. Kilka prac nieujetych w
rozprawie podejmuje tematyke podobna do tematyki cyklu. Dotyczy to artykulow
[19,20] poswieconych gradientowym polom wektorowym na dysku dwuwymiaro-
wym oraz artykutu [21], w ktérym wprowadzamy pierwsza, jeszcze nie w peni
ogodlna wersje definicji topologii w zbiorze odwzorowan lokalnych.

Prace [19, 20] poruszaja problematyke zwiazana z twierdzeniem Parusinskiego
([52]). Przypomnijmy, ze twierdzenie Parusinskiego mozna sformutowaé¢ w naste-
pujacy sposéb: inkluzja przestrzeni gradientowych pol wektorowych w przestrzen
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wszystkich ciagtych pol wektorowych okreslonych na dysku " nieznikajacych na
brzegu indukuje bijekcje pomiedzy zbiorami sktadowych spdjnosci tych przestrzeni
funkcyjnych.

W pracy [19] wzmacniamy powyzszy wynik dla n = 2. Mianowicie pokazuje-
my, ze wspomniana inkluzja jest faktycznie homotopijna réwnowaznoscia. Wypro-
wadzamy stad wniosek, ze obie przestrzenie p6l wektorowych (gradientowych i
ciagtych) sa homotopijnie réwnowazne przestrzeni S'. Scisle rzecz ujmujac zosta-
o to udowodnione w [52] dla przypadku stopnia réznego od 1. Nam udalo sie
przeprowadzi¢ dowod w duzo trudniejszym przypadku stopnia réwnego 1.

Z kolei praca [20] (napisana przed praca [19], opublikowana po niej) zawiera
nowy dowdd twierdzenia Parusinskiego w przypadku ptaszczyzny (n = 2). Nasze
podejscie uwypukla mocno geometryczne aspekty rozumowania. Takie podejscie
okazalo sie na tyle owocne, ze znalazto swoja naturalna kontynuacje w pomystach
zastosowanych w pracy [19]. Ponadto w pracy [20] udato nam sie takze uzupehic
pewna luke obecna w oryginalnym dowodzie zawartym w [52].

Natomiast o artykule [21] wspomnieliémy juz przy okazji omawiania pracy [H4].
Przypomnijmy, ze gléwnym celem pracy [21] bylo wprowadzenie topologii w zbio-
rze odwzorowan lokalnych w ten sposob, by otopie odpowiadaly drogom w tej
przestrzeni funkcyjnej. Mianowicie, dowodzimy tu pewnej wersji prawa wyktadni-
czego, ktore ustanawia homeomorfizm pomiedzy przestrzenia otopii i przestrzenia
drég w przestrzeni odwzorowan lokalnych. Kluczowe jest, ze topologia ta jest istot-
nie bogatsza od topologii indukowanej z przestrzeni odwzorowan czesciowych, co
ilustrujemy na odpowiednich przyktadach.
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